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1 Îïèñàíèå ðàáîòû

Íà ïðîòÿæåíèè âòîðîãî ñåìåñòðà âî âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ ïðàêòèêè ïî äèñöèïëèíå "Êîì-
ïüþòåðíûå òåõíîëîãèè â èíôîðìàòèêå"áûëè ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå íàâûêè.
Âòîðîå çàäàíèå ïðåäñòàâëÿëî ñîáîé âåðñòêó äîêóìåíòà. Âî âðåìÿ åãî âûïîëíåíèÿ áûëà îñâî-
åíà ïðîãðàììà LATEX: íàáîð ìàòåìàòè÷åñêèõ ôîðìóë, ðóáðèêàöèÿ òåêñòà è ò.ä. Äàííàÿ ïðî-
ãðàììà ÿâëÿåòñÿ âûñîêîêà÷åñòâåííîé ñèñòåìîé íàáîðà ñëîæíûõ òåêñòîâ ñ ðàçëè÷íûìè ìà-
òåìàòè÷åñêèìè ôîðìóëàìè.
Âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ òðåòüåãî çàäàíèÿ áûë îñâîåí èíòåðïðåòàòîð êîìàíä gnuplot. Äàííàÿ
ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò ñîçäàâàòü ðàçëè÷íûå äâóõ- èëè òðåõ- ìåðíûå ãðàôèêè. Òàêæå âî âðå-
ìÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ 3 íóæíî íàó÷èòüñÿ ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî îêðóæåíèÿ âñòàâëÿòü
îòðèñîâàííûå ãðàôèêè â äîêóìåíò.

2 Ðåçóëüòàòû ðàáîòû

2.1 Çàäàíèå 2

Êàê è äëÿ òî÷êè, îêðåñòíîñòüþ ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ âñÿêîå ñîäåðæàùåå åãî îòêðûòîå
ìíîæåñòâî.

Àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà X ⊂ Rn ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ åãî
òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ, ïðåäåëüíûõ è èçîëèðîâàííûõ òî÷åê (ñì. ï. 6.1 è ï. 6.9).

Îïðåäåëåíèå 1 Òî÷êà ïðîñòðàíñòâà (êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ) íàçûâàåòñÿ òî÷-
êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà, åñëè ëþáàÿ åå îêðåñòíîñòü ñîäåðæèò òî÷êè ýòîãî ìíîæå-
ñòâà.

Òî÷êè ñàìîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ, î÷åâèäíî, åãî òî÷êàìè ïðèêîñíîâåíèÿ, òàê êàê ëþáàÿ
îêðåñòíîñòü òî÷êè ìíîæåñòâà ñîäåðæèò ñàìó ýòó òî÷êó. Òî÷êè ïðèêîñíîâåíèÿ ìîãóò è íå
ïðèíàäëåæàòü ñàìîìó ìíîæåñòâó. Íàïðèìåð, òî÷êè x = 0 è x = 1 ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïðè-
êîñíîâåíèÿ èíòåðâàëà X = (0, 1) è íå ïðèíàäëåæàò åìó.

Åñëè òî÷êà x(0) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà X ⊂ Rn, òî ëþ-
áàÿ åå îêðåñòíîñòü (â ÷àñòíîñòè, ñôåðè÷åñêàÿ îêðåñòíîñòü U(x(0); 1

m
)) ñîäåðæèò òî÷êó ýòîãî

ìíîæåñòâà, îáîçíà÷èì åe x(m) :

x(m) ∈ U
(
x(0); 1

m

)
∩X, m = 1, 2, . . .

Òîãäà ρ
(
x(m), x(0)

)
< 1

m
è, ñëåäîâàòåëüíî,

limm→∞ x(m) = x(0)

ò. å. âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
åãî òî÷åê.

ßñíî, ÷òî ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè òî÷êà ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïðåäå-
ëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê ìíîæåñòâà, òî îíà - åãî òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ, òàê êàê ëþáàÿ
åå îêðåñòíîñòü ñîäåðæèò âñå òî÷êè óêàçàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî
íîìåðà, ò. å. ñîäåðæèò òî÷êè ìíîæåñòâà.

Àíàëîãè÷íî, áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà ∞ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà
X ⊂ Rn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê x(m) ∈ X,m = 1, 2, . . . , ÷òî limm→∞ x(m) = ∞

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ∞ - òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà X, òî â ëþáîé åå îêðåñòíîñòè
U

(
∞; 1

m

)
ñîäåðæèòñÿ òî÷êà ýòîãî ìíîæåñòâà, îáîçíà÷èì åå x(m), ò. å. x(m) ∈ U

(
∞; 1

m

)
∩ X.

Òîãäà ρ
(
x(m), 0

)
> m, ãäå m = 1, 2, . . . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî limm→∞ ρ

(
x(m), 0

)
= ∞, à ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî limm→∞ x(m) = ∞.
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Íàîáîðîò, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x(m) ∈ X, m = 1, 2, . . ., ÷òî
limm→∞ x(m) = ∞, òî â ëþáîé îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè ñîäåðæàòñÿ âñå ÷ëåíû
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, ò. å. ñîäåðæàòñÿ òî÷êè ìíîæåñòâà X.
Îòìåòèì åùå, ÷òî óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ â ìíîæåñòâå X ⊂ Rn ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê,
ñòðåìÿùåéñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè∞, ðàâíîñèëüíî, êàê â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, íåîãðàíè÷åííîñòè
ýòîãî ìíîæåñòâà.

Ïîýòîìó áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îíî íåîãðàíè÷åííî.

Îïðåäåëåíèå 2 Òî÷êà x (êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ) íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷-
êîé íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, åñëè â ëþáîé åå îêðåñòíîñòè ñîäåðæèòñÿ òî÷êà ýòîãî ìíî-
æåñòâà, îòëè÷íàÿ îò íåå caìoé.

Ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî ïåðåôðàçèðîâàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X, åñëè ëþáàÿ åå ïðî-
êîëîòàÿ îêðåñòíîñòü ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó òî÷êó ýòîãî ìíîæåñòâà.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðåäåëüíàÿ òî÷êà íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ è åãî òî÷êîé ïðèêîñ-
íîâåíèÿ.

Åñëè òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X, òî, âûáðàâ â êàæäîé îêðåñòíî-
ñòè U(x; 1/m) òî÷êó èç ìíîæåñòâà X, îòëè÷íóþ îò x, è îáîçíà÷èâ åå x(m), ïîëó÷èì òàêóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x(m) ∈ X, m = 1, 2, . . ., ÷òî limm→∞ x(m) = x è x(m) ̸= x,m = 1, 2, . . .,
ò. å. åñëè x - ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ýòîãî
ìíîæåñòâà, ñõîäÿùàÿñÿ ê x, y êîòîðîé íè îäíà èç åå òî÷åê íå ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé x.

Îïðåäåëåíèå 3 Åñëè ó òî÷êè ìíîæåñòâà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü, íå ñîäåðæàùàÿ íè-
êàêèõ äðóãèõ åãî òî÷åê, êðîìå íåå ñàìîé, òî ýòà òî÷êà íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé
ýòîãî ìíîæåñòâà.

Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (ï. 6.9.), êàæäàÿ òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ëèáî
åãî èçîëèðîâàííîé òî÷êîé, ëèáî ïðåäåëüíîé.

Îïðåäåëåíèå 4 Ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîíå÷íûõ òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà íàçûâà-
åòñÿ åãî çàìûêàíèåì. Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà X îáîçíà÷àåòñÿ X̄.

Îïðåäåëåíèå 5 Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè êîíå÷-
íûå òî÷êè ïðèêîñíîâåíèÿ.

Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ãî÷êà ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ è òî÷êîé åãî ïðèêîñíîâåíèÿ, ò. å. X ⊂ X̄, òî
çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà X îçíà÷àåò, ÷òî

X = X̄ (1)

Ïóñòîå ìíîæåñòâî ñ÷èòàåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ çàìêíóòûì.
Óïðàæíåíèå 3. Äîêàçàòü ÷òî diamX̄ = diamX.
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Ïðèìåðàìè çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà âèäà

Qn = {x = (x1, x2, . . . , xn) : ai ≤ xi ≤ ai + h, i = 1, 2, . . . , n} (2)

ãäå h > 0, oi ∈ R, i = 1, 2, . . . , n, íàçûâàåìûå çàìêíóòûìè n-ìåðíûìè êóáàìè ñ ðåáðàìè
äëèíû h, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì. Ýòè êóáû ÿâëÿþòñÿ çàìûêàíèÿìè êóáîâ

F n = {x = (x1, x2, . . . , xn) : ai < xi < ai + h, i = 1, 2, . . . , n}

íàçûâàåìûõ òàêæå îòêðûòûìè êóáàìè (îíè ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè):

Qn = F n

Ëåììà 1 Çàìûêàíèå âñÿêîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.

▷ Åñëè X - íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, x - òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ åãî çàìûêàíèÿ X̄ è U = U(x) - åå
ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü, òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ òî÷êè ïðèêîñíîâåíèÿ â ýòîé îêðåñòíî-
ñòè èìååòñÿ òî÷êà y ∈ X̄. Ïîñêîëüêó U - îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òî îíî ÿâëÿåòñÿ è îêðåñòíîñòüþ
òî÷êè y, à òàê êàê âêëþ÷åíèå y ∈ X̄ îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà y ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ
ìíîæåñòâàX, òî â ìíîæåñòâå U èìååòñÿ òî÷êà ìíîæåñòâàX. Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîé îêðåñò-
íîñòè U òî÷êè x èìåþòñÿ òî÷êè ìíîæåñòâà X, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x ∈ X̄, ò. å. X̄ ñîäåðæèò
âñå ñâîè òî÷êè ïðèêîñíîâåíèÿ.◁

Äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà X ∈ Rn ìíîæåñòâî Rn\X íàçûâàåòñÿ åãî äîïîëíåíèåì â ïðî-
ñòðàíñòâå Rn. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòêðûòûå ìíîæåñòâà (áóäåì èõ îáîçíà÷àòü áóêâîé G ) è
çàìêíóòûå ìíîæåñòâà (èõ áóäåì îáîçíà÷àòü F ) ÿâëÿþòñÿ äîïîëíåíèÿìè äðóã äðóãà â ïðî-
ñòðàíñòâå Rn.

Ëåììà 2 Äîïîëíåíèå îòêðûòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì, à äîïîëíåíèå çàìêíó-
òîãî ìíîæåñòâà - îòêðûòûì ìíîæåñòâîì.

▷ Ïóñòü F− çàìêíóòîå ìíîæåñòâî è G = Rn\F . Åñëè x ∈ G, òî x /∈ F , è, ñëåäîâàòåëüíî,
òî÷êà x íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà F . Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü
U(x) òî÷êè x, íå ñîäåðæàùàÿ òî÷åê ìíîæåñòâà F , ò. å. ñîäåðæàùàÿñÿ â G. Òàêèì îáðàçîì,
ëþáàÿ òî÷êà ìíîæåñòâàG ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òîG� îòêðûòîå ìíîæåñòâî.

Ïóñòü G � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, F = Rn\G è x ∈ G. Ïîñêîëüêó G � îòêðûòîå ìíîæåñòâî,
òî îíî ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x, ïðè÷åì, ÿâëÿÿñü äîïîëíåíèåì ìíîæåñòâà F , îíî íå
ñîäåðæèò åãî òî÷åê. Ñëåäîâàòåëüíî, íèêàêàÿ òî÷êà x ∈ G íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ
ìíîæåñòâà F . Èíà÷å ãîâîðÿ, âñå òî÷êè ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà F ñîäåðæàòñÿ â íåì ñàìîì,
à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî F çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. ◁
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2.2 Çàäàíèå 3

Ðèñ. 1: Ôóíêöèÿ sin(x)

6


