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1 Îïèñàíèå ðàáîòû

Â çàäàíèÿ âûïîëíÿëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåìû âåðñòêè LATEX.
Âî âòîðîì çàäàíèè íåîáõîäèìî áûëî ïîäãîòîâèòü äîêóìåíò, ñîäåðæàùèé ìàòåìàòè÷åñêèé

òåêñò, ïðåäîñòàâëåííûé èíñòðóêòîðîì. Äëÿ âûïîëíåíèÿ äàííîãî çàäàíèÿ èñïîëüçîâàëèñü òà-
êèå ýëåìåíòû ñèñòåìû LATEX, êàê ñïåöèàëüíûå îêðóæåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå äîáàâèòü àâòîìà-
òè÷åñêóþ íóìåðàöèþ ôîðìóë, êîìàíäû è ñïåöèàëüíûå çíàêè äëÿ ôîðìàòèðîâàíèÿ òåêñòà, à
òàêæå ìåòêè íà ôîðìóëû è ññûëêè ñ àâòîìàòè÷åñêîé íóìåðàöèåé íà íèõ. Ïîìèìî âñåãî ýòî-
ãî òàêæå èñïîëüçîâàëèñü âêëþ÷åííûå è âûêëþ÷åííûå ôîðìóëû, ñàìè ôîðìóëû òàêæå áûëè
íàïèñàíû ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ êîìàíä LATEX. Èñïîëüçîâàëèñü êîìàíäû äëÿ ïðàâèëüíîãî
îôîðìëåíèÿ äîêóìåíòà, ïîçâîëÿùèå äîáàâèòü çàãîëîâêè è ïîäçàãîëîâêè â ñòàòüþ.

Â òðåòüåì çàäàíèè íåáõîäèìî áûëî ñ ïîìîùüþ gnuplot ïîñòðîèòü èçîáðàæåíèå êðèâîé
â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ è ðàçìåñòèòü åãî â äîêóìåíòå, ïîäãîòîâëåííîì âî âðåìÿ âûïîë-
íåíèÿ âòîðîãî çàäàíèÿ. Äëÿ âûïîëíåíèÿ äàííîãî çàäàíèÿ ñ ïîìîùüþ gnuplot áûëî ñîçäàíî
èçîáðàæåíèå ãðàôèêà êðèâîé â ôîðìàòå pdf. Ãðàôèê êóáè÷åñêîé ïàðàáîëû. Äàííîå èçîáðà-
æåíèå áûëî äîáàâëåíî (èìïîðòèðîâàíî) â êîíåö äîêóìåíòà âòîðîãî çàäàíèÿ.

2 Ðåçóëüòàòû ðàáîòû

2.1 Çàäàíèå 2

3



Ïåðåñòàíîâêè è ñî÷åòàíèÿ

1 Ïåðåñòàíîâêè è ñî÷åòàíèÿ

Ïóñòü çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ. Âûÿñíèì, ñêîëüêèìè ðàç-
ëè÷íûìè ñïîñîáàìè ìîæíî óïîðÿäî÷èòü ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 1 Ãðóïïû ýëåìåíòîâ, ñîñòîÿùèå èç îäíèõ è òåõ æå ýëå-
ìåíòîâ è îòëè÷àþùèåñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî èõ ïîðÿäêîì, íàçûâàþòñÿ
ïåðåñòàíîâêàìè ýòèõ ýëåìåíòîâ.

×èñëî âñåâîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê n ýëåìåíòîâ îáîçíà÷àåòñÿ Pn.
Êàê ýòî áóäåò íèæå ïîêàçàíî, îíî ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ âñåõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë îò 1 äî n. Äëÿ êðàòêîñòè ýòî ïðîèçâåäåíèå îáîçíà÷àþò ñèíâîëîì
n! (÷èòàåòñÿ ½ýí ôàêòîðèàë“), ò. å. n! = 1 · 2 · 3 · ... · n. Äëÿ óäîáñòâà
ïîëàãàþò

0! = 1. (1)

Ïðèìåð 1 Ãðóïïû {1,2,3}, {1,3,2}, {2,1,3}, {2,3,1}, {3,1,2} è {3,2,1} ÿâ-
ëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûìè ïåðåñòàíîâêàìè ýëåìåíòîâ 1, 2 è 3.

Ëåììà 1 Åñëè Pk � ÷èñëî âñåõ ïåðåñòàíîâîê èç k ýëåìåíòîâ è k > 1,
òî

Pk = kPk−1. (2)

▷Ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê èç çàäàííûõ k ýëåìåíòîâ ðàçáèâàåòñÿ
íà ãðóïïû, â êàæäîé èç êîòîðûõ íà ïåðâîì ìåñòå ñòîèò îäèí è òîò æå
ýëåìåíò. ×èñëî òàêèõ ãðóïï ðàâíî k � ÷èñëó âñåõ ýëåìåíòîâ.

Â ïåðåñòàíîâêàõ, âõîäÿùèõ â îäíó è òó æå ãðóïïó, íà ïîñëåäóþùèõ
k − 1 ìåñòàõ ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ îñòàâøèåñÿ k − 1 ýëåìåíòîâ â ëþáîì
ïîðÿäêå. Ïîýòîìó ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê â êàæäîé ãðóïïå ðàâíî Pk−1.

Êàæäàÿ ïåðåñòàíîâêà èç k ýëåìåíòîâ ïîïàäàåò â îäíó èç îïèñàííûõ
ãðóïï è â òî÷íîñòè îäèí ðàç. Ïîýòîìó äëÿ ÷èñëà Pk âñåõ ïåðåñòàíîâîê
èç k ýëåìåíòîâ èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (2). ◁

1
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Òåîðåìà 1 ×èñëî âñåâîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ

ðàâíî n!:

Pn = n!. (3)

▷ Äîêàæåì òåîðåìó ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Åñëè n = 1,
òî, î÷åâèäíî, P1 = 1 = 1!. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N èìååò ìåñòî
ôîðìóëà Pk = k!, òî ñîãëàñíî ëåììå Pk+1 = (k+1)Pk = (k+1)k! = (k+1)!.
◁

Âûÿñíèì òåïåðü, ñêîëüêî ïîäìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõm ýëåìåíòîâ, èìå-
åò ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç n ýëåìåíòîâ, 1 ≤ m ≤ n.

Îïðåäåëåíèå 2 Êàæäîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå m ýëåìåíòîâ èç ÷èñëà
n çàäàííûõ, íàçûâàåòñÿ ñî÷åòàíèåì èç n ýëåìåíòîâ ïî m.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñî÷åòàíèå îïðåäåëåíî êàê ìíîæåñòâî íåêîòîðûõ ýëå-
ìåíòîâ áåç ðàññìîòðåíèÿ ïîðÿäêà, â êîòîðîì îíè ðàñïîëîæåíû.

×èñëî âñåõ ñî÷åòàíèé n èç ýëåìåíòîâ ïî m îáîçíà÷àåòñÿ Cm
n .

Ïðèìåð 2 Ìíîæåñòâà {1,2}, {1,3}, {2,1,3} è {2,3}, {3,1,2} îáðàçóþò âñå-
âîçìîæíûå ñî÷åòàíèÿ èõ òðåõ ýëåìåíòîâ 1, 2, 3 ïî äâà.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñî÷åòàíèé âûòåêàþò ñëåäóþùèå äâà ñâîéñòâà.

1 Èìååò ìåñòî ôîðìóëà

Ck
n = Cn−k

n , k = 0, 1, 2, ..., n, (4)

ãäå

C0
n = 1. (5)

▷ Äåéñòâèòåëüíî, åñëè èç n ýëåìåíòîâ âûáðàòü êàêîå-ëèáî ñî÷åòàíèå,
ñîäåðæàùåå k ýëåìåíòîâ, òî ýëåìåíòû, íå âîøåäøèå â íåãî, ñîñòàâÿò
ñî÷åòàíèå èç n− k ýëåìåíòîâ. Ïðè÷åì, òàêèì ïóòåì ïîëó÷àòñÿ âñå ñî÷å-
òàíèÿ èç n ýëåìåíòîâ ïî n− k è êàæäîå ïî îäíîìó ðàçó. Ïîýòîìó ÷èñëî
ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k, ò. å. Ck

n, ðàâíÿåòñÿ ÷èñëó ñî÷åòàíèé èç n
ýëåìåíòîâ ïî n− k , ò. å. ÷èñëó Cn−k

n . ◁

2 Èìååò ìåñòî ôîðìóëà

Ck+1
n+1 = Ck

n + Ck+1
n , k = 0, 1, 2, ..., n− 1. (6)
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▷ Ïóñòü äàíî n + 1 ýëåìåíòîâ. Çàôèêñèðóåì îäèí èç ýëåìåíòîâ è
ðàçîáüåì âñå ñî÷åòàíèÿ ïî k + 1 ýëåìåíòîâ íà äâå ãðóïïû: ñîäåðæàùèå
ýòîò ýëåìåíò è íå ñîäåðæàùèå åãî. ×èñëî ïåðâûõ Ck

n (èáî åñëè óäàëèòü
ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò èç êàæäîãî ñîäåðæàùåãî åãî ñî÷åòàíèÿ ïî k+1
ýëåìåíòîâ, òî ïîëó÷àòñÿ âñåâîçìîæíûå ñî÷åòàíèÿ èç n ýëåìåíòîâ ïî k
è êàæäîå ïî îäíîìó ðàçó), ÷èñëî âòîðûõ ðàâíî Ck+1

n (èáî îíè îáðàçóþò
âñåâîçìîæíûå ñî÷åòàíèÿ ïî k + 1 ýëåìåíòîâ èç n ýëåìåíòîâ, ïîëó÷èâ-
øèõñÿ óäàëåíèåì ôèêñèðîâàííîãî ýëåìåíòà èç n + 1 çàäàííûõ). Ýòî è
îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû (6). ◁

Äîêàæåì òåïåðü ôîðìóëó äëÿ ÷èñëà âñåâîçìîæíûõ ñî÷åòàíèé èç n
ýëåìåíòîâ ïî m.

Òåîðåìà 2 Äëÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé èìååò ìåñòî ôîðìóëà

Cm
n =

Pn

PmPn−m

(7)

▷Ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê èç çàäàííûõ n ýëåìåíòîâ ðàçáèâàåòñÿ
íà ãðóïïû, â êàæîé èç êîòîðûõ íà m ïåðâûõ ìåñòàõ ñòîÿò îäèíè è òå
æå ýëåìåíòû (â òîì èëè èíîì ïîðÿäêå), à ñëåäîâàòåëüíî, è íà ïîñëåäíèõ
n−m ìåñòàõ òàêæå íàõîäÿòñÿ îäíè è òå æå ýëåìåíòû. ×èñëî òàêèõ ãðóïï
ðàâíî ÷èñëó ñïîñîáîâ, êîòîðûìè èç äàííûõ n ýëåìåíòîâ ìîæíî âûáðàòü
m ýëåìåíòîâ, ò. å. ðàâíî ÷èñëó Cm

n .
Â ïåðåñòàíîâêàõ, âõîäÿùèõ â îäíó è òó æå ãðóïïó, íà m ïåðâûõ ìå-

ñòàõ âûáðàííûå ýëåìåíòû ìîãóò áûòü ðàñïîëîæåíû ëþáûì ñïîñîáîì, à
÷èñëî òàêèõ ñïîñîáîâ ðàâíî Pn âñåâîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê èç m ýëå-
ìåíòîâ. Ýëåìåíòû æå, ñòîÿùèå íà n−m ïîñëåäíèõ ìåñòàõ, òàêæå ìîãóò
íàõîäèòüñÿ â ëþáîì ïîðÿäêå, ò. å. èç íèõ ìîæåò áûòü îáðàçîâàíà ëþ-
áàÿ ïåðåñòàíîâêà èç n−m ýëåìåíòîâ, à ÷èñëî òàêèõ ïåðåñòàíîâîê ðàâíî
Pn−m.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê â êàæäîé ãðóïïå ðàâíî PmPn−m,
è ïîñêîëüêó ÷èñëî âñåõ ãðóïï ðàâíî Cm

n , ïðè÷åì êàæäàÿ ïåðåñòàíîâêà
èç n çàäàííûõ ýëåìåíòîâ âõîäèò òîëüêî îäèí ðàç â îäíó èç óêàçàííûõ
ãðóïï, òî äëÿ ÷èñëà âñåõ ïåðåñòàíîâîê Pn ïîëó÷àåì ôîðìóëó

Pn = Cm
n PmPn−m,

èç êîòîðîé è ñëåäóåò ôîðìóëà (7) ◁

Ñëåäñòâèå 1

Cm
n =

n!

m!(n−m)!
(8)
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▷ Ôîðìóëà (8) âûòåêàåò èç ôîðìóëû (7) â ñèëó ðàâåíñòâà (3) ◁
Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëû (4) è (6) ìîæíî äîêàçàòü, ïîäñòàâèâ â íèõ

çíà÷åíèÿ ñî÷åòàíèé ñîãëàñíî ôîðìóëå (8) è ïðîâåäÿ â ñëó÷àå ôîðìó-
ëû (6) íóæíûå âû÷èñëåíèÿ. Îäíàêî ïðèâåäåííûå âûøå äîêàçàòåëüñòâà
ðàñêðûâàþò ñìûñë ôîðìóë è äàþò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü èõ, íå çíàÿ
çàðàíåå, êàê îíè âûãëÿäÿò.

×èñëà Ck
n ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé

òðåóãîëüíîé òàáëèöû, íàçûâàåìîé òðåóãîëüíèêîì Ïàñêàëÿ1, â êîòîðîé
ïåðâûå è ïîñëåäíèå ÷èñëà âî âñåõ ñòðî÷êàõ ðàâíû åäèíèöå, è, íà÷èíàÿ ñ
òðåòüåé ñòðî÷êè, êàæäîå ÷èñëî â ñòðî÷êå, îòëè÷íîå îò ïåðâîãî è ïîñëåä-
íåãî, ïîëó÷àåòñÿ ñëîæåíèåì äâóõ áëèæàéøèõ ê íåìó ÷èñåë ïðåäøåñòâó-
þùåé ñòðî÷êè:

1
1 2 1

1 3 3 1
1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

Â ñèëó (6) â n-é ñòðî÷êå áóäóò ñòîÿòü ÷èñëà

C0
n, C

1
n, ..., C

k
n, ..., C

n
n .

1Á. Ïàñêàëü (1623 � 1662) � ôðàíöóçñêèé ôèëîñîô, ïèñàòåëü, ôèçèê è ìàòåìàòèê.
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2.2 Çàäàíèå 3
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Ïåðåñòàíîâêè è ñî÷åòàíèÿ

Êóáè÷åñêàÿ ïàðàáîëëà

1 Ïåðåñòàíîâêè è ñî÷åòàíèÿ

Ïóñòü çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ. Âûÿñíèì, ñêîëüêèìè ðàç-
ëè÷íûìè ñïîñîáàìè ìîæíî óïîðÿäî÷èòü ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 1 Ãðóïïû ýëåìåíòîâ, ñîñòîÿùèå èç îäíèõ è òåõ æå ýëå-
ìåíòîâ è îòëè÷àþùèåñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî èõ ïîðÿäêîì, íàçûâàþòñÿ
ïåðåñòàíîâêàìè ýòèõ ýëåìåíòîâ.

×èñëî âñåâîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê n ýëåìåíòîâ îáîçíà÷àåòñÿ Pn.
Êàê ýòî áóäåò íèæå ïîêàçàíî, îíî ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ âñåõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë îò 1 äî n. Äëÿ êðàòêîñòè ýòî ïðîèçâåäåíèå îáîçíà÷àþò ñèíâîëîì
n! (÷èòàåòñÿ ½ýí ôàêòîðèàë“), ò. å. n! = 1 · 2 · 3 · ... · n. Äëÿ óäîáñòâà
ïîëàãàþò

0! = 1. (1)

Ïðèìåð 1 Ãðóïïû {1,2,3}, {1,3,2}, {2,1,3}, {2,3,1}, {3,1,2} è {3,2,1} ÿâ-
ëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûìè ïåðåñòàíîâêàìè ýëåìåíòîâ 1, 2 è 3.

Ëåììà 1 Åñëè Pk � ÷èñëî âñåõ ïåðåñòàíîâîê èç k ýëåìåíòîâ è k > 1,
òî

Pk = kPk−1. (2)

▷Ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê èç çàäàííûõ k ýëåìåíòîâ ðàçáèâàåòñÿ
íà ãðóïïû, â êàæäîé èç êîòîðûõ íà ïåðâîì ìåñòå ñòîèò îäèí è òîò æå
ýëåìåíò. ×èñëî òàêèõ ãðóïï ðàâíî k � ÷èñëó âñåõ ýëåìåíòîâ.

Â ïåðåñòàíîâêàõ, âõîäÿùèõ â îäíó è òó æå ãðóïïó, íà ïîñëåäóþùèõ
k − 1 ìåñòàõ ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ îñòàâøèåñÿ k − 1 ýëåìåíòîâ â ëþáîì
ïîðÿäêå. Ïîýòîìó ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê â êàæäîé ãðóïïå ðàâíî Pk−1.
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Êàæäàÿ ïåðåñòàíîâêà èç k ýëåìåíòîâ ïîïàäàåò â îäíó èç îïèñàííûõ
ãðóïï è â òî÷íîñòè îäèí ðàç. Ïîýòîìó äëÿ ÷èñëà Pk âñåõ ïåðåñòàíîâîê
èç k ýëåìåíòîâ èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå (??). ◁

Òåîðåìà 1 ×èñëî âñåâîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ

ðàâíî n!:

Pn = n!. (3)

▷ Äîêàæåì òåîðåìó ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Åñëè n = 1,
òî, î÷åâèäíî, P1 = 1 = 1!. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N èìååò ìåñòî
ôîðìóëà Pk = k!, òî ñîãëàñíî ëåììå Pk+1 = (k+1)Pk = (k+1)k! = (k+1)!.
◁

Âûÿñíèì òåïåðü, ñêîëüêî ïîäìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõm ýëåìåíòîâ, èìå-
åò ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç n ýëåìåíòîâ, 1 ≤ m ≤ n.

Îïðåäåëåíèå 2 Êàæäîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå m ýëåìåíòîâ èç ÷èñëà
n çàäàííûõ, íàçûâàåòñÿ ñî÷åòàíèåì èç n ýëåìåíòîâ ïî m.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñî÷åòàíèå îïðåäåëåíî êàê ìíîæåñòâî íåêîòîðûõ ýëå-
ìåíòîâ áåç ðàññìîòðåíèÿ ïîðÿäêà, â êîòîðîì îíè ðàñïîëîæåíû.

×èñëî âñåõ ñî÷åòàíèé n èç ýëåìåíòîâ ïî m îáîçíà÷àåòñÿ Cm
n .

Ïðèìåð 2 Ìíîæåñòâà {1,2}, {1,3}, {2,1,3} è {2,3}, {3,1,2} îáðàçóþò âñå-
âîçìîæíûå ñî÷åòàíèÿ èõ òðåõ ýëåìåíòîâ 1, 2, 3 ïî äâà.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñî÷åòàíèé âûòåêàþò ñëåäóþùèå äâà ñâîéñòâà.

1 Èìååò ìåñòî ôîðìóëà

Ck
n = Cn−k

n , k = 0, 1, 2, ..., n, (4)

ãäå

C0
n = 1. (5)

▷ Äåéñòâèòåëüíî, åñëè èç n ýëåìåíòîâ âûáðàòü êàêîå-ëèáî ñî÷åòàíèå,
ñîäåðæàùåå k ýëåìåíòîâ, òî ýëåìåíòû, íå âîøåäøèå â íåãî, ñîñòàâÿò
ñî÷åòàíèå èç n− k ýëåìåíòîâ. Ïðè÷åì, òàêèì ïóòåì ïîëó÷àòñÿ âñå ñî÷å-
òàíèÿ èç n ýëåìåíòîâ ïî n− k è êàæäîå ïî îäíîìó ðàçó. Ïîýòîìó ÷èñëî
ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k, ò. å. Ck

n, ðàâíÿåòñÿ ÷èñëó ñî÷åòàíèé èç n
ýëåìåíòîâ ïî n− k , ò. å. ÷èñëó Cn−k

n . ◁
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2 Èìååò ìåñòî ôîðìóëà

Ck+1
n+1 = Ck

n + Ck+1
n , k = 0, 1, 2, ..., n− 1. (6)

▷ Ïóñòü äàíî n + 1 ýëåìåíòîâ. Çàôèêñèðóåì îäèí èç ýëåìåíòîâ è
ðàçîáüåì âñå ñî÷åòàíèÿ ïî k + 1 ýëåìåíòîâ íà äâå ãðóïïû: ñîäåðæàùèå
ýòîò ýëåìåíò è íå ñîäåðæàùèå åãî. ×èñëî ïåðâûõ Ck

n (èáî åñëè óäàëèòü
ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò èç êàæäîãî ñîäåðæàùåãî åãî ñî÷åòàíèÿ ïî k+1
ýëåìåíòîâ, òî ïîëó÷àòñÿ âñåâîçìîæíûå ñî÷åòàíèÿ èç n ýëåìåíòîâ ïî k
è êàæäîå ïî îäíîìó ðàçó), ÷èñëî âòîðûõ ðàâíî Ck+1

n (èáî îíè îáðàçóþò
âñåâîçìîæíûå ñî÷åòàíèÿ ïî k + 1 ýëåìåíòîâ èç n ýëåìåíòîâ, ïîëó÷èâ-
øèõñÿ óäàëåíèåì ôèêñèðîâàííîãî ýëåìåíòà èç n + 1 çàäàííûõ). Ýòî è
îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû (??). ◁

Äîêàæåì òåïåðü ôîðìóëó äëÿ ÷èñëà âñåâîçìîæíûõ ñî÷åòàíèé èç n
ýëåìåíòîâ ïî m.

Òåîðåìà 2 Äëÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé èìååò ìåñòî ôîðìóëà

Cm
n =

Pn

PmPn−m

(7)

▷Ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê èç çàäàííûõ n ýëåìåíòîâ ðàçáèâàåòñÿ
íà ãðóïïû, â êàæîé èç êîòîðûõ íà m ïåðâûõ ìåñòàõ ñòîÿò îäèíè è òå
æå ýëåìåíòû (â òîì èëè èíîì ïîðÿäêå), à ñëåäîâàòåëüíî, è íà ïîñëåäíèõ
n−m ìåñòàõ òàêæå íàõîäÿòñÿ îäíè è òå æå ýëåìåíòû. ×èñëî òàêèõ ãðóïï
ðàâíî ÷èñëó ñïîñîáîâ, êîòîðûìè èç äàííûõ n ýëåìåíòîâ ìîæíî âûáðàòü
m ýëåìåíòîâ, ò. å. ðàâíî ÷èñëó Cm

n .
Â ïåðåñòàíîâêàõ, âõîäÿùèõ â îäíó è òó æå ãðóïïó, íà m ïåðâûõ ìå-

ñòàõ âûáðàííûå ýëåìåíòû ìîãóò áûòü ðàñïîëîæåíû ëþáûì ñïîñîáîì, à
÷èñëî òàêèõ ñïîñîáîâ ðàâíî Pn âñåâîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê èç m ýëå-
ìåíòîâ. Ýëåìåíòû æå, ñòîÿùèå íà n−m ïîñëåäíèõ ìåñòàõ, òàêæå ìîãóò
íàõîäèòüñÿ â ëþáîì ïîðÿäêå, ò. å. èç íèõ ìîæåò áûòü îáðàçîâàíà ëþ-
áàÿ ïåðåñòàíîâêà èç n−m ýëåìåíòîâ, à ÷èñëî òàêèõ ïåðåñòàíîâîê ðàâíî
Pn−m.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê â êàæäîé ãðóïïå ðàâíî PmPn−m,
è ïîñêîëüêó ÷èñëî âñåõ ãðóïï ðàâíî Cm

n , ïðè÷åì êàæäàÿ ïåðåñòàíîâêà
èç n çàäàííûõ ýëåìåíòîâ âõîäèò òîëüêî îäèí ðàç â îäíó èç óêàçàííûõ
ãðóïï, òî äëÿ ÷èñëà âñåõ ïåðåñòàíîâîê Pn ïîëó÷àåì ôîðìóëó

Pn = Cm
n PmPn−m,

èç êîòîðîé è ñëåäóåò ôîðìóëà (??) ◁
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Ñëåäñòâèå 1

Cm
n =

n!

m!(n−m)!
(8)

▷ Ôîðìóëà (??) âûòåêàåò èç ôîðìóëû (??) â ñèëó ðàâåíñòâà (??) ◁
Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëû (??) è (??) ìîæíî äîêàçàòü, ïîäñòàâèâ â íèõ

çíà÷åíèÿ ñî÷åòàíèé ñîãëàñíî ôîðìóëå (??) è ïðîâåäÿ â ñëó÷àå ôîðìó-
ëû (??) íóæíûå âû÷èñëåíèÿ. Îäíàêî ïðèâåäåííûå âûøå äîêàçàòåëüñòâà
ðàñêðûâàþò ñìûñë ôîðìóë è äàþò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü èõ, íå çíàÿ
çàðàíåå, êàê îíè âûãëÿäÿò.

×èñëà Ck
n ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé

òðåóãîëüíîé òàáëèöû, íàçûâàåìîé òðåóãîëüíèêîì Ïàñêàëÿ1, â êîòîðîé
ïåðâûå è ïîñëåäíèå ÷èñëà âî âñåõ ñòðî÷êàõ ðàâíû åäèíèöå, è, íà÷èíàÿ ñ
òðåòüåé ñòðî÷êè, êàæäîå ÷èñëî â ñòðî÷êå, îòëè÷íîå îò ïåðâîãî è ïîñëåä-
íåãî, ïîëó÷àåòñÿ ñëîæåíèåì äâóõ áëèæàéøèõ ê íåìó ÷èñåë ïðåäøåñòâó-
þùåé ñòðî÷êè:

1
1 2 1

1 3 3 1
1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

Â ñèëó (??) â n-é ñòðî÷êå áóäóò ñòîÿòü ÷èñëà

C0
n, C

1
n, ..., C

k
n, ..., C

n
n .

2 Êóáè÷åñêàÿ ïàðàáîëëà

1Á. Ïàñêàëü (1623 � 1662) � ôðàíöóçñêèé ôèëîñîô, ïèñàòåëü, ôèçèê è ìàòåìàòèê.
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Ðèñ. 1: Ãðàôèê êóáè÷åñêîé ïàðàáîëëû y = x3
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