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1 Описание работы
В ходе курса Учебной практики "Компьютерные технологии в математике"я научился

многим необходимым базовым вещам системы Latex. В первом задании я узнал о специаль-
ных символах и группах, а также научился их использовать. Структуру Latex-файла также
была изучена в этом задании. В задании номер 2 было необходимо переписать текст из учеб-
ника со всеми формулами через систему Latex. Я овладел множеством полезных команд как
для написания формул, так и для оформления текста. Я узнал об уже вложенных в систему
окружениях и о создании и изменении собственных. В третьем задании нужно было постро-
ить график произвольной функции с помощью системы Gnuplot. Также было необходимо
разместить получившийся график в файле задания 2.

2 Результаты работы

2.1 Задание 2

теорему 1:

lim
x→x0

rn(x)

(x− x0)n
=

(13.3)
lim
x→x0

r′n(x)

n(x− x0)n−1
=

(13.3)
· · · = lim

x→x0

r(n−1)(x)

n!(x− x0)n
=

(13.2)

=
(13.2)

r(n)(x0)

n!
= 0.

Это и означает выполнение условия (14.2). Итак, доказана следующая

Теорема 1 Если функция f n дифферинцируема в точке x0, то в некоторой окрестности
этой точки

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) + . . .

· · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)n + o((x− x0)n), x→ x0. (1)

Многочлен

Pn(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) + · · ·+

f ′(n)(x0)

n!
(x− x0)n =

n∑
k=0

f ′(k)(x0)

k!
(x− x0)k (2)

называется многочленом Тейлора∗) (порядка n), формула (1) формулой Тейлора (порядка
n) для фунции f в точке x = x0, а функция

rn(x) = f(x)− Pn(x) (3)

— остаточным членом (порядка n) формулы Тейлора, а его представление в виде (14.2)
т.е.

rn(x) = o((x− x0)n), x→ x0,

— записью остаточного члена в виде Пеано∗∗). Частный случай формулы Тейлора (1) при
x0 = 0 называется формулой Маклорен∗ ∗ ∗)

f(x) =
n∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk + rn(x), (4)
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где, согласно (14.2), остаточный член rn(x) можно записать в виде

rn(x) = o(xn), x→ 0 (5)

из нижеследующуй теоремы будет следовать, что Многочен Тейлора Единственный в своем
роде. Именно никакой другой многочлен не
приближает функцию, заданную в окрестности точки x0 с точностью до бесконечно малых
того же порядка относительно x− x0, x→ x0что и многочлен Тейлора.

Предварительно отметим, что любой многочлен Pn(x) =
n∑

(k=0)

axx
k степени n для любого

x0 может быть записан в виде Pn(x) =
n∑

(k=0)

bk(x − x0)k. Действительно положив b = x − x0,

использовав формулу бинома Ньютона и собрав члены с одинаковыми степенями b, получим

Pn(x) =
n∑

(k=0)

akx
k =

n∑
(k=0)

ak(x0 + b)k =
n∑

(k=0)

bkh
k =

n∑
(k=0)

bk(x− x0)k,

где bk — некоторые постоянные.

Теорема 2 Если функция f задана в некоторой окрестности точки x0 и имеет представ-
ление

f(x) =
n∑

(k=0)

bk(x− x0)k + o((x− x0)n), x→ x0, (6)

то такое представление единственно.

B Пусть наряду с представлением (6) имеет место предствавлени

f(x) =
n∑

(k=0)

bk(x− x0)k + o((x− x0)n), x→ x0. (7)

Тогда, положив
ck = bk − ak, k = 0, 1, . . . , n, (8)

и вычтя из равенства (7) равенство (6), получим
n∑

(k=0)

ck(x− x0)k + o((x− x0)n) = 0, x→ x0. (9)

Перейдя в этом неравенстве к пределу при x→ x0 получим c0 = 0.
Заметим, что o((x−x0)m) = ε(x)(x−x0)m, lim

x→x0
ε(x) = 0, и, следовательно, при x 6= x0,m =

1, 2, . . .

o((x− x0)m)
x− x0

= ε(x)(x− x0)m−1 = o((x− x0)m−1), x→ x0.

Сократив на x − x0, x 6= x0, левую часть равенства (9) (в нем как уже доказано c0 = 0),
получим

n−1∑
(k=0)

ck(x− x0)k−1 + o((x− x0)n−1) = 0, x→ x0.

e Перейдя в этом равенстве к пределу при x → x0, x 6= x0, получим c1 = 0. Продолжая
этот процесс после m–го шага, 0 6 m 6 n, получим

n−1∑
(k=0)

ck(x− x0)k−m + o((x− x0)n−m) = 0, x→ x0,
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отсюда при x→ x0 следует, что cm = 0,m = 0, 1, . . . , n.
Таким образом, в силу равенств (8.

ak = bk, k = 0, 1, . . . , n. C

Теорема 2 называется обычно теоремой единственности. Из нее следует, если для n раз
диффернцируемой в точке функции f получено представление ее в виде (6), то это представ-
ление является ее разложением по формуле Тейлора. В самом деле, при сделанных предполо-
жениях, согласно теореме 1, такое представление существует, а другого в силу теоремы 2 нет.

Примеры разложения по формуле Тейлора.

Пример 1 Напишем формулу Маклорена для функции f(x) = sin x.

Так как (sinx)(n) = sin(x+ nπ
2
(см.п. 11.1), то

f (n)(0) = sin
nπ

2
= x

{
0, если n = 2k,

(−1)k, если n = 2k + 1,
k = 0, 1, 2, . . . ,

Поэтому

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− · · ·+ (−1)n x2n+1

(2n+ 1)!
+ o(x2n+2), x→ 0. (10)

2. Для функции f(x) = cos x имеем аналогично

(cosx)(n) = cos(x+ n
π

2
,

f (n)(0) = cos
nπ

2
=

{
0, если n = 2k + 1,

(−1)k, если n = 2k,
k = 0, 1, 2, . . . ,

поэтому

cosx = 1− x2

2!
+ · · ·+ (−1)n x2n

(2n)!
+ o(x2n+1), x→ 0. (11)

3. Рассмотрим функцию f(x) = ex. Так как(ex)(n), то f (n)(0) = 1 и, следовательно,

ex = 1 + x+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ o(xn), x→ 0. (12)

Отсюда следует, что

e−x = 1− x+ x2

2!
+ . . . (−1)nx

n

n!
+ o(xn), x→ 0. (13)

2.2 Задание 3
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Рис. 1: x sinx
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