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1 Описание работы

В первом задании я научился правильно настраивать шрифты, пакеты, кодировку
символов. Также я научился добавлять абзацы, в которых применял два специальных сим-
вола и одну группу.

В задании номер два я выполнил подготовку математического документа, содержа-
щего математический текст, при помощи издательской системы Latex. В качестве источника
выступала книга "Краткий курс математического анализа". Вспомогательными инструмен-
тами для выполнения задания являлись скринкасты и другие литературные источники.

В задании номер три я построил график с помощью системы для интерпретатора
команд Gnuplot и впоследствии я разместил изображение построенной кривой, в декарто-
вой системе координат, в документе подготовленном во время выполнения второго задания.
Вспомогательными инструментами для выполнения задания являлись скринкасты и элек-
тронный ресурс "Gnuplot Homepage".
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2 Результаты работы

2.1 Задание 2

то lim
𝑡→𝑡0

|a × 𝛽(𝑡) + 𝛼(𝑡)× b + 𝛼(𝑡)× 𝛽(𝑡)| = 0.

Отсюда в силу (16.16) имеем , что lim
𝑡→𝑡0

|𝑟1(𝑡)× 𝑟2(𝑡)− �̄�× �̄�| = 0, что согласно опреде-

лению 1 (см.(16.2)) и доказывает свойство 5°. ▷
Из свойств пределов векторных функций и опрелеления их непре- рывности следует,

что сумма, скалярное и векторное произведения векторных функций, а также произведение
скалярных функций на векторные непрерывны в некоторой точке, если в этой точке непре-
рывны все слагаемые или соответственно сомножители.

16.2. Производная и дифференциал векторной функции. Пусть векторная
функция r(t) задана в некоторой окрестности точ-
ки 𝑡0; тогда соотношение 𝑟(𝑡)−𝑟(𝑡0)

𝑡−𝑡0
определено в соответствующей

проколотой окрестности точки 𝑡0.
О п р е д е л е н и е 3. Предел lim

△𝑡→0

𝑟(𝑡)−𝑟(𝑡0)
𝑡−𝑡0

(если он конечно, cу-

ществует) называется производной векторной функции r(t) в точке 𝑡0

и обозначается r’(𝑡0) или �̇�(𝑡0).
Если положить △𝑡 = 𝑡− 𝑡0 ,△𝑟 = 𝑟(𝑡)− 𝑟(𝑡0) = 𝑟(𝑡0 +△𝑡)− 𝑟(𝑡0), то

𝑟′(𝑡0)
def
= lim

△𝑡→0

△𝑟

△𝑡
. (16.17)

Пусть 𝑟(𝑡) = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)). Так как

𝑟(𝑡)− 𝑟(𝑡0)

𝑡− 𝑡0
= (

𝑥(𝑡)− 𝑥(𝑡0)

𝑡− 𝑡0
,
𝑦(𝑡)− 𝑦(𝑡0)

𝑡− 𝑡0
,
𝑧(𝑡)− 𝑧(𝑡0)

𝑡− 𝑡0
),

то в силу (16.9), (16.10) для того, чтобы векторная функция r(t) =
= (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)) имела производную в точке 𝑡0 , необходимо и
достаточно, чтобы ее координаты 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡) имели производные
в точке 𝑡0, причем в этом случае

𝑟′(𝑡0) = (𝑥′(𝑡0), 𝑦
′(𝑡0), 𝑧

′(𝑡0)). (16.18)

Производную 𝑟′(𝑡) вектор-функции 𝑟(𝑡) называют также ско-
ростью изменения вектора 𝑟(𝑡) относительно параметра 𝑡. В случае
когда длина вектора 𝑟(𝑡) не меняется, производная 𝑟′(𝑡) называется
также и скоростью вращения вектора 𝑟(𝑡), а ее абсолютная величи-
на — численным значением скорости его вращения.

З ам е ч а н и е 1. По аналогии со случаем скалярных функций век-
торную функцию 𝛼(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑋, называют бесконечно малой по сравне-
нию со скалярной функцией 𝛽(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑋, при 𝑡 → 𝑡0 и пишут 𝛼(𝑡) =

= 𝑜(𝛽(𝑡)), 𝑡 → 𝑡0, если существует векторная функция 𝜀(𝑡), опреде-
ленная на том же множестве X, что и функции 𝛼(𝑡), 𝛽(𝑡), такая,
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что в некоторой окрестности точки 𝑡 = 𝑡0 имеет место равенство
𝛼(𝑡) = 𝜀(𝑡)𝛽(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑋, и

lim
𝑡→𝑡0

𝜀(𝑡) = 0.

Как и для скалярных функций, если 𝑡0 ∈ 𝑋, то функция 𝜀(𝑡) непре-
рывна в точке 𝑡0 , и потому 𝜀(𝑡0) = 0 .

З ам е ч а н и е 2. Вектор-функция аргумента 𝑡 называется линей-
ной, если она имеет вид a𝑡 +b, где a и b — какие-либо два фиксиро-
ванных вектора.

После этих вводных замечаний можно определить понятие диф-
ференцируемости и дифференциала вектор-функции

Опр е д е л е н и е 4. Вектор-функция 𝑟(𝑡), заданная в некоторой
окрестности точки 𝑡0, называется дифференцируемой при 𝑡 = 𝑡0, ес-
ли ее приращение △𝑟 = r(𝑡0 + △𝑡) - 𝑟(𝑡0) в точке 𝑡0 представимо в
виде

△𝑟 = 𝑎△𝑡+ 𝑜(△𝑡), △𝑡 → 0 (16.19)

При этом линейная вектор-функция a△𝑡 приращения аргумен-
та △𝑡 называется дифференциалом функции r(𝑡) в точке 𝑡0 и обозна-
чается через 𝑑r, т.е. 𝑑r = a△𝑡.
Таким образом,

△𝑟 = 𝑑r + o(△𝑡), △𝑡 → 0. (16.20)

Здесь функция o(△𝑡) определена при △𝑡 = 0; в этой точке она равна
нулю:

o(△𝑡)|△𝑡=0 = (△𝑟 − 𝑎△𝑡)|△𝑡=0 = 0.

Следовательно, если представить эту функцию o(△𝑡) в виде (cм.
замечание 1) o(△𝑡) = 𝜀(△𝑡)△𝑡 то функция 𝜀(△𝑡) также будет оп-
ределена при △𝑡 = 0, а поэтому, как было отмечено выше, в этом
случае 𝜀(0) = 0. Благодаря этому здесь предел

lim
△𝑡→0

𝜀(△𝑡) = 0. (16.21)

рассматривается не по проколотой, а по целой окрестности точки
△𝑡 = 0.
Формулу (16.19) теперь можно записать в виде

△𝑟 = 𝑎△𝑡+ 𝜀(△𝑡)△𝑡, lim
△𝑡→0

𝜀(△𝑡) = 0. (16.22)

Докажем несколько простых утверждений о дифференцируемых
векторных функциях, аналогичных соответствующим утверждениям
для скалярных функций.
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I. Если векторная функция дифференцируема в некоторой точке,
то она и непрерывна в этой точке.

◁ lim
△𝑡→0

△𝑟 =
(16.22)

lim
△𝑡→0

(𝑎△𝑡+ 𝜖(△𝑡)△) = 0. ▷

II. Если векторная функция r(t) дифферинцируема в точке 𝑡0, то она имеет в этой точке
производную и

𝑟′(𝑡0) = 𝑎,

где вектор а определяется формулой (16.19).

◁ lim
△𝑡→0

△𝑟

△𝑡
=

(16.19)
lim
△𝑡→0

(𝑎+ 𝑜(△𝑡))

(△𝑡)
= 𝑎. ▷

Верным является и обратное утверждение.
III.Векторная функция, имеющая в некоторой точке производную,
дифференцируема в этой точке.
◁ Если существует производная 𝑟′(𝑡0) = lim

△𝑡→0

△𝑟
△𝑡

и, следовательно,

𝑟′(𝑡0) =
△𝑟
△𝑡

+ 𝜀(△𝑡), △𝑡 ̸= 0, где lim
△𝑡→0,△�̸�=0

𝜀(△𝑡) = 0, то

△𝑟 = 𝑟′(𝑡0)△𝑡+ 𝜀(△𝑡)△𝑡.

Пологая 𝜀(0) = 0, получим, что условие lim
△𝑡→0

𝜀(0) = 0 выполняется

и без ограничения △𝑡 ̸= 0.

Таким образом, имеет место (16.22) при а = 𝑟′(𝑡0), т.е. функ-
ция 𝑟(𝑡) дифференцируемая в точке 𝑡0 и

𝑑𝑟(𝑡0) = 𝑟′(𝑡0)△𝑡. ▷

По определению считается, что 𝑑𝑡
def
= △𝑡.Поэтому (опуская для

простоты обозначения аргумента) имеем 𝑑𝑟 = 𝑟′𝑑𝑡, или 𝑟′ = 𝑑𝑟
𝑑𝑡

.
IV. Если 𝑡 = 𝑡(𝜏𝑖) - дифференцируемая в точке 𝜏0 числовая функ-
ция, a r(t) - дифферинцируемая в точке 𝑡0 = 𝑡(𝜏0) векторная функция,
то сложная функция 𝑟(𝑡(𝜏𝑖)) дифференцируемая в точке 𝜏0 и

𝑟′𝜏 (𝑡(𝜏0))=𝑟′𝑡(𝑡0)𝑡
′
𝜏 (𝜏0),

или, короче

𝑑𝑟

𝑑𝜏
=

𝑑𝑟

𝑑𝑡

𝑑𝑡

𝑑𝑟
. (16.23)

◁ Из соотношения (16.22) имеем при △𝜏𝑖 ̸= 0

△𝑡

△𝜏
= 𝑟′𝑡

△𝑡

△𝜏
+ 𝜀(△𝑡)

△𝑡

△𝜏
. (16.24)

По условию функция 𝑡 = 𝑡(𝜏) дифференцируемая в точке 𝜏0, т. е.
существует конечный предел

lim
△𝜏→0

△𝑡

△𝜏
= 𝑡′(𝜏0). (16.25)
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Отсюда следует, что эта функция в рассматриваемой точке непре-
рывна:

lim
△𝜏→0

△𝑡 = 0.

отсюда и из условия (16.21) вытикает, что lim
△𝜏→0

𝜀(△𝑡) = 0.

2.2 Задание 3
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Рис. 1: Параболоид
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