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1 Описание работы
В процессе работы мы познакомились с инструментом для создания профессиональных

документов, а именно LateX. Перед нами были поставлены три задачи, в процессе выполне-
ния которых мы должны были освоить лексику нашего инструмента.

В самом начале нам была предоставлена первая работа, в которой мы должны были
освоить наборы, трансляцию и структуру самого документа, в котором мы будем в дальней-
шем работать. В этом задании мы настроили документ, после чего добавили абзацы и спец.
символы. Вторым заданием нам был предоставлен онлайн-учебник под названием "Краткий
курс математического анализа откуда уже мы должны были подготовить три страницы с ма-
тематическими формулами, символами и ссылками. В последнем задании нам нужно было
построить научный график и разместить его в документе, который был написан во время
выполнения второго задания.

Материалами для выполнения заданий были предоставлены скринкасты и литературные
источники.
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2 Результаты работы

2.1 Задание 2

хотя бы уже потому, что оно, вообще говоря, не имеет этого предела(см. (51.37)).
Для того чтобы найти предел (51.38), докажем для сумм Фурье Sn(x; f) справделивость

одной асимптотической формулы.

Ле мм а 3 Если функция f 2π-переодическая и абсолютно интегрируемая на периоде,
то

Sn(x; f) =

π∫
−π

Dn(t− x)f(t)dt (51.39)

Sn(x; f) =

0∫
β

Dn(t)[f(x+ t) + f(x− t)]dt. (51.40)

Сл е д с т и е 1 Для любого β, 0 < β ≤ π, и любого x ∈ [−π, π] имеет место асимпто-
тическая формула

Sn(x; f) =

0∫
β

Dn(t)[f(x+ t) + f(x− t)]dt+ o(1), x → ∞ (51.41)

1. Докажем формулу (51.39):

Sn(x; f) =
(51.35)

π∫
−π

Dn(t− x)f(t)dt =
u=t−x

π−x∫
−π−x

Dn(u)f(x+ u)du =
(51.31)

=
(51.31)

π∫
−π

Dn(u)f(x+ u)du.

2. Для доказательства формулы (51.40) разобьем в формуле (51.39) промежуток интегри-
рования на отрезки [−π, 0] и [0, π], а затем сделаем в первом интеграле замену переменного
t = −u:

Sn(x; f) =
(51.39)

=
(51.39)

π∫
−π

Dn(t)f(x+ t)dt =
0∫
π

Dn(t)f(x+ t)dt+
−π∫
0

Dn(t)f(x+ t)dt =

=
π∫
0

Dn(−u)f(x− u)du+
π∫
0

Dn(t)f(x+ t)dt =
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=
π∫
0

Dn(t)[f(x+ t) + f(x− t)]dt.

(мы воспользовались тем, что Dn(−u) = Dn(u), см. лемму 2, и обозначили u через t. ◁ Дока-
жем теперь следствие, т.е формулу (51.41). ▷ Зафиксируем произвольно β, ли бы выполня-
лись неравенства 0 < β ≤ π, а затем разобьем промежуток интегрирования в формуле (51.40)
на отрезки [0, β] и [β, π]. Тогда, использовав выражение (51.37) для ядра Дирихле, получим

Sn(x; f) =
51.40
51.37

δ∫
0

Dn(t)[f(x+ t) + f(x− t)]dt+
1

2

π∫
δ

f(x+ t) + f(x− t)

sin t
2

dt. (51.42)

Функция 1
sin(t/2)

непрерывна на отрезке [δ, π], а функции f(x+ t) и f(x− t) как функции
переменной t абсолютно интегрируемые на этом отрезке. Поэтому и функция f(x+t)+f(x−t)

sin t
2

абсолютно интегрируема на отрезке [δ, π] (см. замечание в п. 29.5), и, следовательно, согласно
теореме Римана (теорема 3 из п. 51.3) имеем

lim
n→∞

1

2π

π∫
δ

f(x+ t) + f(x− t)

sin t
2

sin(n+
1

2
)tdt = 0. (51.43)

Формулы (51.42) и (51.43) означают, что имеем место асимптотическое равенство (51.41).◁
Отметим, что в формуле (51.41) бесконечно малая o(1) зависит от числа β и от точки x

(см. (51.43)).

Те о р ем а 4 (принцип локализации). Если f является 2π-периодической и абсолютно
интегрируемой на периоде функцией, то существование передела последовательности её
сумм Фурье Sn(x; f), n = 1,2,..., в любой точке x ∈ R равносильно существованию предела

lim
n→∞

δ∫
0

Dn(t)[f(x+ t) + f(x− t)]dt. (51.44)

где δ, 0 < δ ≤ π, произвольно фиксировано. При этом если указанные пределы существу-
ют, то они равны.

Таким образом, несмотря на то, что коэффициенты ряда Фурье функции определяются
с помощью ее значений на всем отрезке [−π, π](как говорят, на всем периоде), сходимость ее
ряда Фурье в любой точке x ∈ [−π, π], а в случае сходимости этого ряда его - сумма, зависят
только от поведения функции в сколь угодно малой окрестности рассматриваемой точки x.

▷Действительно, из формулы (51.41) следует, что пределы lim
n→∞

Sn(x; f) и lim
n→∞

δ∫
0

Dn(t)[f(x+

t) + f(x− t)]dt одновременно существуют или нет, а если существуют, то они равны. Предел
же указаного интеграла зависит лишь от значений функции на отрезке [x− δ, x+ δ].

51.5. Сходимость ряда Фурье в точке. Займемся теперь более детальным изученим
поведения сумм Фурье Sn(x; f) в зависимости от поведения функции в окрестностях точки
x. Предварительно докажем одну лемму.
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Ле мм а 4 Если функция f абсолютно инегрируема на отрезке [0, pi] , то интегралы

51.45

π∫
0

|f(t)|
t

dt,

π∫
0

|f(t)|
2 sin t

2

dt (51.45)

одновременно сходятся или расходятся.

▷ Поскольку функция f абсолютно интегрируема на отрезке [0, π], то существует такое
η, 0 ≤ η ≤ π, что, каково бы ни было ξ, функция f интегрируема по Риману на отрезке
[ξ, η](см.замечание 1 в п. 51.1). Для исследования сходимости интегралов

51.46

η∫
0

|f(t)|
t

dt,

η∫
0

|f(t)|
2 sin t

2

dt (51.46)

можно применить признак сравнения (см.п.29.3).
Поскольку

51.47 lim
t→0

2 sin t
2

t
= 1 (51.47)

то подынтегральные функции в интегралах (51.46) эквивалентны при t → 0:

51.48
|f(t)|
t

∼ |f(t)|
2 sin t

2

(51.48)

Отсюда следует, что интегралы (51.46) одновременно сходятся или расходятся.
Интегралы (51.45) отличаются от интегралов (51.46) на заведемо сходящиеся интегралы

51.49

π∫
η

|f(t)|
t

dt,

π∫
η

|f(t)|
2 sin t

2

dt (51.49)

(их сходимость, см. замечание в п.29.5, следует из того, что если абсолютно интегрируемую
на некотором отрезке фукнцию умножить на функцию, интегрируемую по Риману на этом
отрезке, то получится снова абсолютно интегрируемая функция; в рассматриваемом слу-
чае абсолютно интегрируемая функция f умножается даже на непрерывные отрезки [η; π]
соотвественно функции 1

t
и 1

2 sin(t/2)
)
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2.2 Задание 3

Рис. 1: Эллиптический параболоид
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