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%$�d�����;����v{�y� �Lvyx8x8����|}v{~��y���ª�L��©��;v��L�°�Pv��}�8�������y~����^Á��&v��;�8���qx}v��{ñ{� ��Â ����� ��� � ú � ��x}v²�E�8x8�R�
�d�y�²�L��x\�8����©8����©^��x8����|8��x8�\�\z���»��d��|}ø�¤qÂyx8vµ�3��Á��;�Ex}vy|8���Lx\��� x}v²���\x8��� �����3�8x}vy|8�&� �'�)(+*-,yõ\Âyx}v
©^��x8©���|\���d� ©^��x8����|8��x8�8�8�����y�²�L��x\���y�2���3�{�;���L�R�.���\��x8�R��óR������|8��� � vy�}v��&v/.��$�d��x8�{�;�y���8�0�1�324� � � �  65
�q������|8�8�w�(�8|}v{©\���8©^���\|8����|8vy�3�3�8|8����vyx8�\z87¿Â�v���v{©\Á���x}v�x8v��E�8x\�R�w�����3�8x}v{|}v���©Evy�����L|8�*�8x8����|��
�"v{�y�8©8�B� �"v{�����"v{���8�\����©^�����«��~������8���8��x\�\z »��d��|}ø�¤q¦�»��l|8�������}����v���vy�÷|}vy~��{���¬�y�\�E~{�;�8©^���Pv{x8�

õ



�y���²�\��� 	 ï ò�Â ï ,EÂ ï�ï Â ï ñ\Â � ���n����v����yz 	 ï õ�� ¦

� � Å«klm(ÇlmqÅKkAH Æ <Rs!<RoµÆ�� H klÆ°m�oµÇnslrnp�o.Æ D ;�kAHJI�DDslklÆ�@lk!HJI ÅKsnm��
� p(klo.mGFGH�I�B¹ÇDp?F(knÆ°klsA@
	qpG< <Rm(rlsnslÇlmGF�p�klk!H¡Æ < =�m�klo.Æ�=�<Ro.klm��
< F(m8K(mqÅKkAH�� s ��Çnp
���¾p�o.sA=¨p��±s

�÷x}vy�d����z\¼����¾�8vy|}vy��|}vy�����8|8���;����vy�{�}��x*�y����|8�d���8�\����©\�8�>vy�8�}v{|}v{��Â��h����� �8�8���;���@��|\�8���8x8v��;�{�
x8�°��Â}©E�{����|8�°�Kx8����~²���²�;�8�f�}�}zn�8�y����|\����x8��zK�8|\���}�Lv{��vy���3�R�Dx}vy�3�n���}vy|}vy��|}vy����ò�v��;���y|8�\���3�y�
����x8��|}vy�8�8����v��Lv����;�8x8���8x8�������L�\���(vyx\���y�Pv�v{x}v��;�\�²v\¦ ����©\�^¼w�������y������z\x8�8�2�y����|\�8�h¢.£.u�¤��8|\���}�
�d��vy�{�;��x8�8Â�x}vy�\|8�8�3��|�Â��h|}vy~��y��v�� 	bò�,�Â ï�ú Â�ò�òEÂ�òyõ�Â�ò ��Â ï ôEÂ ï�� � ¦���v{Á¹x8�����w�8��|\�������;����v{�y�
�8�����;�d�
�L�y�Pvyx8�8�Ø���8�d����� ³.¢.£.u�¤!�3��Á¨x\�*x}vy�����Ö� 	,��Â°ò^Â ú � ¦ ð ��x8����x8�°�ª�\�{�;��Á���x\�\zÝ�&vyx\x8���·� �Lv{���
������~��;�8©^���Pvyx\�±� 	 ï ò�Â ï ,\Â ï õ�� ¦

�
��¦ ï ¦ ï �8|8�¿�L����v{�{�;��xØ�8���8���;�y���y���3�°�Ý�8��x\z����8�8x\�°�·vy�8�8vy|}v{�ª�y����|8�\�Ý���8���y���½���L³µ¢�£.u�¤q¦
����¦ ï ¦ ò�|}vy�����3�y�y|8��xª���}�E�}vy�«���Lx\�����¨�E|}v{��x8��x\�\zK�¹���8�d�����3�w���L³.¢.£.u�¤q¦ ����¦ ï ¦bõ��8���d�;�¿�;���d���¸z
���}�E�}vy�l���8�3�3�d��|8�\�8x8�R�n���\�������Ø���L³µ¢�£.u�¤q¦ �·��¦ ï ¦ùñw������|\�æ���}�8|8���Pv{x}vw�¹�L��©Ev{�²vyx}v�������|8���"v��
�8|\����~�|8v{�²����vyx8�8�n�8|8�����²���{�}��x8���D���8�d�����3� ���L³µ¢�£.u�¤À©K���Lx8�y�æ�l�\��|8vy�����3�y��|8��x8x8�R�K�¹�\|8���L�R�
�;�^¼����6�L�y�P�l�\�Ex8©���v��D�}vy���yx8�R�D�d�}�E�}v{���8¦

����� �����������! �"#�%$'&($*)����+&-,.$+/%��0
/1��)%)%��2%��,
å 7 Ë�Ê�âæÊPÙ�Ê^Í�Ô$Ê ä43 ä4365-798;:=<;:9798;:�>@?BA;?DCFE�G
:�>H8;EI:�C%<;A4J4KLCFENM;OP84QSRTM;A48;ED>484QSRH79A;:VUWKL84CF:9XYQSR
Z <[KLXY8;EB84A4>]\^:97`_�a�bdcfe x}v{���°�Pvy���y�¸z6���8���y���"vw���Lx8��|\�²�;x8�R����|8vy��x8��x8�8��Â�������©^��M������8�8�8��x\���Ö©^�{�
�y��|8���Ãz8���}z8¶����¸zÖ�8|8�y�\�²�����;��x8�°�3���8�d�}�°�3� �8�\�d�Lvy�3��Â°v ©^���3�8��x8��x\��� |8������x8�8���8|8�\x8�8�"vy¶��
x8���y��|\�8�}v{�y�d�;��x\�°���8���;�°�(��x}v��8��x\�\z#g

Ax = O , A ∈ Z
n×m , x ∈ Z

m
+ ,

� ï ¥
� �L�

n
­-�8�8���;���E|}vy��x8��x8�8�¹���8�d�����3��Â

m
­À�8�8�d�}��x8���\�²�y�����yx8�R�&Â

A
­À�"v���|8�8�8v(©^��M��(���8�\�8��x\�y���

���8���y���3��ÂL����©\�y��|
O
­ x\���;�����y�D����©\���y|K�\�

Zn
¦

å 7 Ë�Ê�âæÊPÙ�Ê^Í�Ô$Ê ä43 à 3 ¢���x\���;���y����|8���w��x8�8�
h ∈ Zm

+

���8�d�����3�-���&¢.£.u�¤ � ï ¥qx8v{�²�°�Pv{�����¸z 8;EN<[K9hji
Mf:`kTAlG�QSG Â^���d�;�¹��x8��x\�2�3��Á��d��~����y���8|\���L�d��vy�{�;��x8�����y�E�L�����E�3�3�Ý�L�y�P�¹x8��x����}�����R�¹|8���w��x\�8�
Md�����lÁ������8�d�����3��¦
å 7 Ë�Ê�âæÊPÙ�Ê^Í�Ô$Ê ä;3 ã 3nmoK9hjA;?I:pGrq;A[M;OPsYE^<;CtK ���8�d�����3�¯�²�L¢�£.u�¤±� ï ¥�x8v{�²�°�Pv{�����¸z��3x8��Á����d�����������d�
���(x\��|}v{�d�;��Á¨�\�3�R�n|8������x8�8�ug

H = {h(1), . . . h(q)} ,

� �L�
q
­ �8�8���;��~Pv{�²�\��x8�R�n|8���w��x8�8��¦

ñ



� <;AlG�EN< ï ¦ ï�� %$vy�����3�y��|8�\�Ã���8�d�����æ�n���&¢.£.u�¤og




x1 + x3 − 2x4 − x5 = 0

5x1 − x2 + 7x3 + 2x4 + 3x5 = 0

x4 − 2x5 = 0

ð x}v��8�3�����¹�d�;�¿�;�E¶2¼w�\�«~Pv{���8�(ø��E�;��~���|\��v g

H =








5

32

0

2

1




,




4

34

1

2

1




,




3

36

2

2

1




,




2

38

3

2

1




,




1

40

4

2

1




,




0

42

5

2

1








.

ð ���3�d���8�°Â��\���D����� �;vy��x8�n������|8���3�¹�D~�v{�²�8���¨ø����}��~���|���v �V���°¦�x}vy�8|�¦ 	öò ï Â ï�ú � ¥��yx*���8|\���L���}z��
�d���¸zD���L�8x\�����y��x8x8�°�Ö��~y|}v{�²�y�°Â}������� �&v¹©^��x8���8��xD�l�}¶µ~�����|8���w��x8�8�

x
���8�d�����3�¡� ï ¥��3��Á�����~����y�

���°|8v{Á���x\���\��|8�d��~Pv��²�8�(ø����;��~y��|\��v��d�;�¿�;�E¶2¼w�\�·��~�|}v��²����g

x =

q∑

s=1

αsh
(s), α1, α2, . . . , αq ∈ Z+.

� ò�¥

ð ���3�d���8�°Â$�\���8Â����y��~y¼w�����y����|Pz�Â�|}v{�d�;��Á���x\�8�¨�8|\���\�²�y�{�;��x8�y���K|\���w��x8�\z*�²�L¢�£.u�¤ �8� M��;�d�
�3��x\��vy�Ø~�v{�²�8��v¹ø����}��~���|���v¹x8���²�;x8�y�²x8v��\x8�8¦
� <;AlG�EN< ï ¦bò � ó��;���}��¶�¼w���(�8vy���yx8����|8���w��x\�8�

x = (5, 74, 5, 4, 2)T
���\�������3�±���&¢.£.u�¤÷�\���8|\�8�3�d�

|}v ï ¦ ï �3��Áw���2~������2�8|8���;����vy�{�}��x8�.�����E�;�3�}�8x8���\x8����©^���3~y�8x}vy�8�\� Md�}���3��x������.~�v{�²�8��v2ø����}��~���|���v

x = h(1) + h(6) = h(2) + h(5) = h(3) + h(4) .

¢���|}v����;��Á¹�8�3�����y��M��;���3��x\���y�¨~Pv{���8�²v�ø����;��~y��|\��v	M�©8���\�Pv��;��x\��x}v���� G�A484AlG�KIMfOP8;:9?BCtA Â\��¦;�y¦
�;¶2~������µ|8���w��x\�\z

h
�w�8|8�����²���{�}��x8�����.~Pv{���8��x8�y����M��;���3��x\��v

h′ ∈ H
Â
h′ 6= h

x8������|8x\�8Ây�\�y�
h 6 h′ ¦

»�|8�AM��y���·��|}vy��x8��x8�8���d�;�����¹�8��©^���3�8�yx8��x\�yx8���Yg

(u1, u2, . . . , um) 6 (v1, v2, . . . , vm) ⇐⇒

�����
uj 6 vj ∀ j = 1, 2, . . . , m .

��vy©8�8�
��~y|}v{�²�y�°ÂR~Pv{���8��x\���«|8���w��x\�8�@�\��©^���3�8��x8��x\��x\�fx\�ª�8|8���y��� �P���L�\�>�;¶2~����n�L|��������ª|8���w�d�
x8�\�(���8���y���3�À¢.£.u�¤q¦	�#�{�;�������y���8Â;~Pv{���8��x\�°��|8���w��x8�\z«x\����|8vy��x8�8�3�Ö�L|\�E���µ�L|\�E�����·�����3�°�d�}�
�8�y©E�y�3�8��x8��x\��x8�y���¨��|}vy��x\��x8�\zn����©\���y|8���8¦
å 7 Ë�Ê�âæÊPÙ�Ê^Í�Ô$Ê ä;3 î 3�
�K9hjs9A;ED84A;E�G
�[:�8;E��l8;:��V: :9C%<;EVh��PK 84KLC Z <[KIMfOP8;:��V:�<��;79K

Nm = {1, . . . , m}x}v��²�°�Pvy�d���¸zD�3x8��Á����d�������8���L�3x8��Á������y�
In = {I0, I1, . . . , In}

Â}� �L�

Ik ∩ Ij = O ∀ k, j ∈ Nn ∪ {0} , k 6= j ;

n⋃

k=0

Ik = Nm ; Ik 6= ∅ ∀ k ∈ Nn .

»����L�3x8��Á��������y�
I0

�3��Á��d�¹~y�������\���d���8¦

�



�#�²�L���Kx}v{���°�Pv{�y� G�KLC%<;A4J;EB>�<PKjhjs9A;ED84A��
Em(In) = Em(I0, I1, . . . , In)

�"v{�y|8�8�\�(�\�
{0, 1}n×m

g

Em
k,i(I

n) = 1 ⇐⇒

�����
i ∈ Ik , k = 1, 2, . . . , n , i = 1, 2, . . . , m .

u(�}z6�;¶2~����n�"v{��|8�\�8�¾|}v{��~��8��x8�\z
Em(In)

���°�8���;x\z8�d���¸zK�d�;�¿�;�E¶2¼w�����������8�d����� g
n∑

k=1

Em
ki(I

n) = 1 ∀ i = Nm \ I0 ,

n∑

k=1

Em
ki(I

n) = 0 ∀ i = I0 ,

��¦ù�y¦}�d���{�;~y���
i
�;�\~���x\���;�����y� �

i ∈ I0

¥dÂE�;�8~��������L��|^Á¹�\�¹�������8x\�����y�K���Lx\�l�¿�L�8x8�8���@�
i /∈ I0

¥���¦
å 7 Ë�Ê�âæÊPÙ�Ê^Í�Ô$Ê ä43��#3��
?D?I:�J4A4AL<f:9XYKY848;:�>r? �[:�84CFE��[?BCt8;:�iN?IXL:�sj:�798;:9> � <[K�G'G�KLCtA �[:�>r?BA;?DCFE�G�:9>
:�7`_�a�bdc �V���8���y���3���D�²�;³.¢.£.u�¤�¥Rx}v{���°�Pvy���y�¸z«���8���y���"v¹�y�E�&v

Em(I0, I1, . . . , In)x = Ax,

� �L�
In = {I0, I1, . . . , In}

­ |}v{��~��8��x\�8�
Nm

Â
n
­ �8�8���;�f�E|}v{��x8��x\�8�±���8���y���3��Â

m
­ �8�8�d�}�

x8���\�²�y�����yx8�R�&Â
Em(In) = Em(I0, I1, . . . , In)

­ �"v{��|\�8�}v�|}v{�²~y�8��x8��z�¦
� �}vy�d��x8���d����ÂR�}�8zÖ�8|8�8�3��|}v ï ¦ ï �"v{�y|8�8�}v

Em(In)
~y�²�L�d�f�d�;�¿�;�E¶2¼w�����·�y�E�&v��V���°¦R��vy©\Á��

�8|\�8�3��| ï ¦öõ�x\�\Á���¥Vg

E5(I0, I1, I2, I3) =




1 0 1 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 1 0


 , I0 = {5}, I1 = {1, 3}, I2 = {2}, I3 = {4}.

ó��}�E�}vy�
I0 6= ∅

�;����©^�l�8|8���y~�|}v{�������y�¸z*�l���}�E�}vy�
I0 = ∅

�\�^�����Ã�L��~Pv{�{�;��x\�\z �����{�����d�����y�y�P�
¶�¼w���

I0

� x8���\�������d��x8�R�ª�¹�;���{��¶¬�«�8|}vy�{��¶¬�}vy���y�ª�8|8�����²���{�}��x8�R�«�E|}v{��x8��x\�8��¦ ���Lv��;��x8�����w���
~y�²�L���Ý�\|8���L�\�{�Lvy��v{�y�8ÂL�\���

I0 = ∅
¦

óR�yz��²�����8�d�����Ø�²�;³.¢.£.u�¤ �(´µó�� ��|8vy�3�"v{���\©�v{�3�K�8|8�¿�L����v{�{�;��x8v¨���8|8���;��Á���x8�8��¦
� <;AlG�EN< ï ¦öõ � óR�\�������"vµ���&¢.£.u�¤f�\�#�8|8�\�3��|}v ï ¦ ï �3��Á����2~����y�2��v{�8�8�²v{x}v�������|8�"v{�y�#���L³µ¢.£�u�¤





x1 + x3 = 2x4 + x5

x2 = 5x1 + 7x3 + 2x4 + 3x5

x4 + x5 = 3x5

� �L�
n = 3

Â
m = 5

Â
I0 = ∅

Â
I1 = {1, 3}

Â
I2 = {2}

Â
I3 = {4, 5}

Â

E(I3,5) = E(I1, I2, I3) =




1 0 1 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 1 1



�

A =




0 0 0 2 1

5 0 7 2 3

0 0 0 0 3



¦ ð �y�3���y�8�°Â$�����nx8���\�������d��x}v�z

x5

~��R�Lv��L��~Pv{�{�;��x8v�©l�8�y�d�;�¿�Lx8���æ�l�E|}vy�yx8��x8�\¶�Â;�\���y~��Ö�L�y~��\���y�¸z
I0 = ∅

¦
���
	���
�����	

Em(In) ����������� 	������ �!�"� � ����#�$ �&% 
���	�'���( 	���� % #"#�� � �)#*� � � � 
�	 I
m ∈ Nm

n + Im
i = l ⇐⇒ Em

l,i(I
n) =

1 ,�- 	 � +
# � 
���./�0
��21 , 13#*� � � � 
 I

m = (1, 2, 1, 3, 0) ,

+



� �;�8x8���8x8���hv��;����~�|8���V���°¦^x}v{�8|�¦"	öô�� ¥��L�������\�������3�Ã��|8vy��x8��x8�8�¨x8v{�²�°�Pv{¶2���¸z M�©8�y�8�Pv��;��x\��x\�R�
�3��Â&�����;�@�E�ª�3x8��Á���������vn|8���w��x8�8�B�������8v��&vy¶���¦�� �&vyx8x8�y�B|8vy~��y�y��x}vy�Ã�²�L��~�x8�����8���\�{�;�y�����Pv{�y�
�L|����������8��x\z����8�GM�©\���8�Pv��}��x\�yx8�����y�D­ �������8x\�����y��¶÷�;�¹�8��|8��x����3��|}vy�8�\�«x8�����²��������x\�R��¦
å 7 Ë�Ê�âæÊPÙ�Ê^Í�Ô$Ê ä43 0 3 ».���d���

I ′ = (I ′
1, . . . , I

′
n)
�

I ′′ = (I ′′
1 , . . . , I ′′

n)
­ �8|8���\�����{�;�yx8�°��|8v{�²~��\��x8�\z

Nm
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I1 = {1, . . . , k} = Nk
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I2 = {k + 1, . . . , j} = Nj \ Nk
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In = {l + 1, . . . , m} = Nm \ Nl
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Em(I1, I2, I3) =
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y1 + y2 = 2y4 + y5

y3 = 5y1 + 7y2 + 2y4 + 3y5

y4 + y5 = 3y5
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y1 = x1
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y2 = x3
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y3 = x2
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y4 = x4
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y5 = x5
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x1 + x2 + x4 + x5 = 10x3 + 3x4 + 2x6.
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x1 + x2 = 2x3

x3 + x4 = 2x1 + x2 + 3x3

x5 = x4 + x5
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c1 + c2 + c3 = 5c1 + 6c2 + 7c3

c5 = c4 + c5
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q = Cn−1
T+n−1 =

(T + n − 1)!

T !(n − 1)!
.
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x1 + x2 + x3 = 4.

�Dx\��Áw�����y����|8������x8�8� M����y������|8vy��x8��x8�\zD�����d�����\�¹�\�
q =

(4 + 3 − 1)!
4!(3 − 1)!

= 6!
4!2!

= 15
Md�;���3��x\�y��� g

N =








4

0

0


 ,




3

1

0


 ,




3

0

1


 ,




2

2

0


 ,




2

1

1


 ,




2

0

2


 ,




1

3

0


 ,




1

2

1


 ,




1

1

2


 ,




1

0

3


 ,




0

4

0


 ,




0

3

1


 ,




0

2

2


 ,




0

1

3


 ,




0

0

4








¤.|8vy��x8��x8�\z��w|8��~���x8�\����vB~{���}�E�@�8���8�{�;�y�����Pvyx\� x}v{�3�Ý�8|\�f|\���w��x8�8�·���8���y���3� ���L³µ¢.£�u�¤
�}�8z

n = 1
¦

����� 	�

�- ���/1���������f���-2�������"#�+$+&�����$��f,n"��6" ������� �"!$#
%$vy�����3�y��|8�\�Ã���8�d�����æ�D���L³.¢.£.u�¤qÂ;�����d����z\¼���¶-�\���²�;x8�������E|}vy��x8��x8�\z¯�

n = 1
¥d¦"��M��y���Ã�d�}�E�}v{�

���8���y���"v¹���L³µ¢.£�u�¤ �8�3�����¹�d�;�¿�;�E¶2¼��8�ª���E�&%Ig
m′∑

k=1

xk =
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Em(I1) = (1, 1, . . . , 1) ∈ Zm
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A = (0, 0, . . . , 0, (am′+1 + 1), . . . , (am + 1))
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

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h = (c1, . . . , cm′, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)T ,

h ∈ Zm
+
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1 : x1 = x1

2 : x2 + x4 = x3 + x4 + x5

3 : x3 + x5 = x2
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
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x1 + x3 = 3x4 + x5

x2 = 5x1 + 7x3 + 2x4 + 3x5

x4 + x5 = 3x5
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4x1 − x2 + 6x3 + 4x4 + 6x5 = 0.
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c2 = −1
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x2

g

x2 = 5x1 + 7x3 + 2x4 + 3x5 = T1(x1, x3, x4, x5).
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x1 + x3 = 3x4 + x5

x4 + x5 = 3x5
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−x1 − x3 + 2x4 + 3x5 = 0.
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c1 = −1
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c3 = −1
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x1 + x3 = 3x4 + x5 = T2(x4, x5).
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

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x4 + x5 = 3x5

x1 + x3 = T2(x4, x5)

x2 = T1(x1, x3, x4, x5)
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x4 = 2x5.
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: x4

: x5
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T2

g

x1 + x3 = T2(x4, x5) = 3 ∗ 2 + 1 ∗ 1 = 7.
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x2 = T1(x1, x3, x4, x5) = 5x1 + 7x3 + 2x4 + 3x5.
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x1 + x3 = x1 + 3x3

x2 = x2 + 5x3

x4 = 2x1 + 3x2 + 7x3
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2x1 + 3x2 + 14x3 − x4 = 0.
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c4 = −1
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x4 = 2x1 + 3x2 + 7x3 = T1(x1, x2, x3).
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x1 + x3 = x1 + 3x3

x2 = x2 + 5x3
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7x3 = 0.
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x1 = x1

x2 = x2

x3 = 0

x4 = T1(x1, x2, x3)
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x1 = x1

x2 = x2
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Em := (I | B)
�

A := (I | B + ∆)
¦
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M��;���3��x\���
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∆
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m− n
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(I | B)x = (I | (B + ∆))x ⇒ (O | ∆)x = O.
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Ox′ +∆x′′ = O

ÂE� �L�
x′ = (x1, . . . , xn)T

Â
x′′ = (xn+1, . . . , xm)T
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∆x′′ = O�8�3�����6�y�{�;��©^�6x����}��������|8������x8�8�

x′′ = O ∈ Zm−n
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Ox′ = O
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+
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Ox = O.
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n = 3, m = 4

$ Ò8í ä �
H =




1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0




.
$ Ò8ínà��

B = (1, 0, 0)T .
$ Ò8ínã��

∆ = (2, 2, 3)T .

$ Ò8íhî%�
E4 = (I | B) =




1 0 0 1

0 1 0 0

0 0 1 0


 A = (I | B + ∆) =




1 0 0 3

0 1 0 2

0 0 1 3


 .

ò +



�-��� � 
 �f��2+$%, � ��� ��� 	���
���������� � �f"#��"#2���
+$%$ �f$��f,n"�� ������� �"!$# �
 %����,S$% %�%� "&��$%�%$+ %�%0 � ������$��u��� � $ 
 ����"#2%,u� �D����� 
����H)+2�"W����2����#���
�����%$'&�� � ��� �u�"!

».���d���
n
�

m
���8©^���8|8�y�Pvyx8��Â��8|8�8�\���

0 < n < m
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H =
�3x8��Á������y���¹�d���{�}~��8�����"v{��|\�8�8�

(F | I)T,
� ò{ñ^¥

� �L�
I
­½����vyxE�Lvy|\��x8v{zl���L�\x8�8�8x}v�z

((m−n)× (m−n))
� �"v{�y|8�8�}vl�

I = Em−n({1}, {2}, . . . , {m−

n})
¥�Âyv

F ∈ Z
(m−n)×n
+

¦ ���;���3��x\�y�·�"v{�y|8�8�8�
F
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Em = (I | B)
Â�� �L�

I
­ ����vyx^�&vy|\�yx}v{z

�¿�L�8x8�8�\x}v{z
(n×n)

� �"v{�y|8�8�}vw�
I = En({1}, {2}, . . . , {n})
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B ∈ {0, 1}n×(m−n) ­±�8|8�����²���{�}��x}v{z

(0, 1)
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A = (D+ | B + ∆)

Â\� �L�
D+ ∈ Z

n×n
+

Â\��¦;��¦

D+
ij =






0
Â}���d�}�

i > j
Â

dij ∈ Z+

Â}���d�;�
i < j + 1

Â
dij ∈ N

Â}���d�}�
i = j + 1

Â
� ò���¥

v��"v{�y|8�8�}v
∆ ∈ Z

n×(m−n)
+

�²�L���{�}�����y��|Pz8���¨�d�;�¿�;�E¶2¼����æ�l�����;�����8¶ g

∀j ∆nj > 0.
� ò +P¥
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(I | B)x = (D+ | B + ∆)x.
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m
­ �\�8�d�;��x8���\�²�������yx8�R�&Â

n < m
¦
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(Em, A, H)

�8�}zn���8�d�����3�¡� ò ú ¥�¦
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D+ ∈ Z
n×n
+
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B ∈ {0, 1}n×(m−n) Â\�²�L���{�;�d�����y|^z\¶2¼���¶ � ò ,�¥��
! ������x8��|8�8|\�y���Ö�d�}�E�}v{�8x8�°�·��~y|}v{�²�y�Ý�"v{�y|8�8�\�

∆ ∈ Z
n×(m−n)
+

Â\�²�L�����;���y����|Pz8¶�¼��E¶ � ò +P¥��
" �����°�\�8�d�}z\���·�"v���|8�8���

F ∈ Z
(m−n)×n
+

�

� �
Em := (I | B)

�
A := (D+ | B + ∆)

�
H := {F | I}T

¦
. I ∈ {0, 1}n×n
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(I | B)x = (D+ | (B + ∆))x ⇒ ((D+ − I) | ∆)x = O.

�$���¬��vy�3�°�°Â
(D+ − I)x′ + ∆x′′ = O

Â"� �L�
x′ = (x1, . . . , xn)T

Â
x′′ = (xn+1, . . . , xm)T

¦ �¡�����
�}�n���8���8�\�(�\©8� �8�����y|8����x8�\z �"v{�y|8�8�8�

(D+ − I)
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xn =

m−n∑

j=1

∆njxj+n.
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H =
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{F ′ | I}T,

� �L�
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xn =
m−n∑

j=1

∆njxj+n.
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n = 3, m = 5

$ Ò8í ä �
D+ =




0 2 3

0 0 5

0 0 0



¦ $ Ò\íKà��

B =




1 0

0 1

0 0



¦ $ Ò8ínã��

∆ =




0 0

4 2

3 4



¦

$ Ò8íhî%�
F =

(
47 19 3

52 20 4

)
¦ $ Ò\í � �

E5 = (E | B) =




1 0 0 1 0

0 1 0 0 1

0 0 1 0 0


 ,

A = (D+ | B + ∆) =




0 2 3 1 0

0 0 5 4 3

0 0 0 3 4


 , H = (F | E)T =




47 52

19 20

3 4

1 0

0 1




¦

ò �



�-��� � 
 �f��2+$%, � ��� ��� 	���
���������� ���f"#��"#2���
+$%$ �f$��f,n"�� ������� �"!$# �
������� � "#�%�%0 �  �����,S$% +���@"&��$%�%$+ %�%0 � �����u$
�u��� � $ 
�����"#2+,#�

».���d���
n
�

m
���8©^���8|8���Pv{x8��Â��8|8�8�8���

0 < n < m
¦ �w��|8�"v��;��x8�������\�8�²vyx\�8�¨v��;����|\�\���"vn�8|8���8�

�d��vy�{�;��x8�¹��³��}����|8�����3��õ\¦
���������
	���
�� ã�ø���x8��|8vy�8�\z����\�������3�Ø���L³µ¢�£.u�¤Ö�°��~��y~y¼w��x8x8�°�B�}vy���y�8�8x8�(���;�8x8�8�8x\�°�*~Pv{���8���y�
ø����;�y~���|\��v	�)� ���


�������������;ò
������� 	�� ���

n
­ �8�\�d�;����|8vy��x8��x8�8��Â

m
­ �\�8�d�;��x8���\�²�������yx8�R�&Â

n < m
¦

������� � ���
(Em, A, H)

¦
1�������x8��|8�8|\�y���¬���}�E�}vy�8x\�°�À�y~�|}v{�����¾�8�8���;�

p ∈ {0, . . . , m − n − 1}
� �8�����;���;���Pv{�y�d�;��x\�����y�

0 < k1 < · · · < kn = n + p + 1
�

 ������x8��|8�8|\�y���f�d�}�E�}vy�\x8�°�¯��~�|}v��²���@�"v{��|8�\�\�
B ∈ {0, 1}n×(m−n−p) Â��²�L���{�;�d�����y|^z\¶2¼���¶
� ò ,P¥ �

! ������x8��|8�8|\�y���Ö�d�}�E�}v{�8x8�°�·��~y|}v{�²�y�Ý�"v{�y|8�8�\�
∆ ∈ Z

n×(m−n−p)
+

Â8�²�L���{�}�����y��|Pz8¶2¼��E¶ � ò +P¥��
" ���d��|8���\�·�"v{��|\�8�\�

Em
���E�&vn� ò � ¥��

� ������x8��|8�8|\�y���Ö�d�}�E�}v{�8x8�°�·��~y|}v{�²�y�Ý�"v{�y|8�8�\�
A
���^�&vn� òyôP¥ �

� �����8���3�{¼w��¶ �8|8����~�|}v��²���Pv{x8�\zh������|8���3� ï ¦�+��d��|8���\�·~Pv{���8�
H
¦

§2�L��zKv��;����|8�\�y�"v��²vy©��;¶2�}vy���y�¸zª���8�����y|8����x8�8�ª���\�������3� �²�;³.¢.£.u�¤qÂ}©^�y�y��|}v{zD�3��Á����¹~����y�
�8|\����~�|8v{�²����vyx}v6� ������|8���"v ï ¦�+P¥"©¨�E|}vy��x\��x8�8¶±���E�&vh� ï ��¥�¦\´�vy©6�¨���8|8�¿�L�#�;�^¼w���·v��}����|8�����3�yÂ\~Pv��
���8��ø����;��~y��|\��v����°�8�\�d�}z\�����¸zn�8�y�d�;�.����x8��|}vy�8�\�D©^��M��(���8�\�8��x\�y�������8�d�����3��¦Ló#��|\�E©\�{��|8v¹~Pv{���8�²v
~y�²�L�d���8|8���;����vy�{�}��x}v¨x\�\Á��y¦

�Kv{�y|8�8�\�
Em
©^��M��(���8�\�8��x\�y�����}�������n�}vy�d���n���y|8���8�·©Evy©

Em =
(

I′ B
)

,
� ò � ¥

� �L�
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


1 . . . 1 0
¦�¦�¦�¦�¦�¦d¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦

0

0 . . . 0 1 . . . 1 0
¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦d¦�¦

0

¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦d¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦

0
¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦d¦�¦�¦

0 1 . . . 1




,

B ∈ {0, 1}n×(m−n−p) ­ �8|8�y�\�²�����;��x}v{z (0, 1)
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0 < k1 < k2 < · · · < kn = n + p + 1
­ x8��©E�{����|}v�zÃ���y��|}vy����v{¶2¼�v�zÃ�8�����;���L�y�Pv{�����;��x8�y�����

�8���;��Á¨�\�y�d�;�yx8�R�n�8�d�}�R�n�8�8�����f�
0 6 p 6 m − n − 1
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A
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A =
(

O A+ B + ∆
)

,
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A+ =




a1k1

¦�¦�¦�¦�¦�¦d¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦
a1(n+p)

0 . . . 0 a2k2
. . . a2(n+p)¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦d¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦d¦

0
¦�¦�¦�¦�¦�¦d¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦

0




,

aij > 0
Â
aiki

> 0
�n�"v{��|8�\�}v

∆ ∈ Z
n×(m−n−p)
+

�²�L�����;���y����|Pz8�d�¹�y�d�;���y�8¶ � ò +P¥�¦
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��~y|}v{�²�y�
(

I′ B
)

x =
(

O A+ B + ∆
)
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H =
�3x\��Áw�����y���¨�d���{�}~��8�����"v{��|\�8�8�

(F |I′)T
�Võ ï ¥

�3��Á��d�K~����y�K�8|\���L�d��vy�{�;��x¯�D���^�L�
{h(s)}q

s=1

Â�� �;�
q
­ |}v{�²�3��|8x8���d���«~�v{�²�8��v\¦�´�v{Á��;�°�@����©\���y|

h(s) �²�L�����;���y����|Pz8�d�¨���;���;�E¶�¼w�8���æ�Kx}v{~���|\�6�y�d�;�y���8�#g





h
(s)
i ∈ {0, 1},

�����;�
i > kn

� m∑
j=kn

hs
j = 1,

h
(s)
i =

m∑
j=kr

arjh
(s)
j −

∑
j∈{kr−1,kr−1}\i

hj,
���d�}�

i < kn,
� �;�

r
��¦ù��¦

i ∈ Ir.
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(I′ | B)x = (O | A+ | B + ∆)x ⇒ ((O | A+) − I
′ | ∆)x = O.

�$���Ã�²v{�3�°�°Â
((O | A+) − I)x′ + ∆x′′ = O

Â�� �L�
x′ = (x1, . . . , xn+p)

T
Â
x′′ = (xn+p+1, . . . , xm)T

¦
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((O | A+) − I)
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kn−1∑

i=kn−1

xi =

m−n−p∑

j=1

∆njxj+n+p.
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kn−1∑

i=kn−1

xi =

m−n−p∑

j=1

∆njxj+n+p.
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A
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n = 3, m = 6

¦

$ Ò8í ä �
p = 1

Â
k1 = 3

Â
k2 = 4

Â
k3 = 5

¦ $ Ò8íDà��
B =




0 0

1 0

0 1



¦ $ Ò8íDã��

∆ =




3 2

3 3

3 3



¦

$ Ò8íhî%�
E6 =




1 1 0 0 0 0

0 0 1 0 1 0

0 0 0 1 0 1



¦ $ Ò8í � �

A =




0 0 0 1 3 2

0 0 0 5 4 3

0 0 0 0 3 4



¦
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H =




6 5 4 3 2 1 0 5 4 3 2 1 0

0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5

18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1



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m
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0 < n < m
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{0, 1}
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n = 3

Â
m = 7

Â}�"vy©^���8�æ�E�
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E7(I3) =




0 0 0 1 1 0 1

1 0 0 0 0 1 0

0 1 1 0 0 0 0


 , E7(J3) =




1 1 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 1

0 0 1 0 0 1 0


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n
­ �8�\�d�;�*�E|}v{��x8��x\�8��Â

m
­ �8�8�d�}� x8�����²��������x\�R��Â

0 < n < m
Â�����vyx8�8�\��x8�\z·x}v
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(Em(In), Em(Jn), H)
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Em(In)

�
Em(In)
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i = p
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i = 1
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xi

¦
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Em(Jn)pk = 0
Â
Em(Jn)zk = 1

Â
H = {ei}

¦
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z ∈ Jk

Â
k 6= p
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Em(Jn)kz = 0
Â
Em(Jn)pz = 1
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H =








0

0

1

0

0

0

0




,




0

0

0

1

0

0

0




,




1

0

0

0

1

0

0




,




1

0

0

0

0

0

1



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


0

1

0

0

1

1

0




,




0

1

0

0

0

1

1







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p = 2
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z = 3

Â
k = 3

¦ $ Ò8í ä à 3
E7(J3) =




1 1 0 1 0 0 0

0 0 1 0 1 0 1

0 0 0 0 0 1 0


 ,
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H =








0

0

0

1

0

0

0




,




1

0

0

0

1

0

0




,




1

0

0

0

0

0

1




,




0

1

0

0

1

1

0




,




0

1

0

0

0

1

1




,




0

0

1

0

0

1

0







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$ Ò8í ä;ä43
z = 6

Â
k = 3

¦ $ Ò8í ä à 3
E7(J3) =




1 1 0 1 0 0 0

0 0 1 0 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0


 ,

H =









0

0

0

1

0

0

0




,




0

0

0

0

0

1

0




,




1

0

0

0

1

0

0




,




1

0

0

0

0

0

1









.
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 ������/ ��$ �
�f,n"��60 ������� �"!$#

».���d���
n
�

m
���8©^���8|8���Pv{x8��Â;�8|8�8�8���

0 < n 6 m
¦��w��|\�"v��;��x8�y�(�y�8�8�²v{x8�8��v��;���y|8�\���"v�����x8��|8v��

�8�\�D�8|\���L�d��vy�{�;��x8�¨��³��;����|8�\�y�3� �E¦
uwvyx8x8�°�ª�3�d�����@���y|8���\�l�\|8���\�����{�;��x���¶
���8���y���æ�K�²�;³.¢.£.u�¤qÂ;��¦ù©�¦��¨�y��x8���y��v��;����|8�\�y�"v¹�;�d�

Á¹�\���8|8����~�|}v��²���Pv{x8�8���8|8�����²���{�}��x8���n���8�d�����3�÷�²�;³.¢.£.u�¤q¦
�Kv{�y|8�8�\�

E
©E� M������8�8�8��x\�������;���y���D�8vy���y�K���y|8���8�Ø©�v{©

Em =

(
E ′ B

O B′′ B′

)
,

�VõPò�¥

� �L�
E ′ = Eq+p({1, . . . , k1 − 1}, {k1, . . . , k2 − 1}, . . . , {kn−1, . . . , kq − 1})

���;�

E ′ =




1 . . . 1 0
¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦d¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦

0

0 . . . 0 1 . . . 1 0
¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦

0

¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦d¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦d¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦

0
¦�¦�¦�¦�¦d¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦

0 1 . . . 1




,
�Võ�õP¥

eij = 1
Â
B ∈ {0, 1}q×(m−q−p) Â B′′ ∈ {0, 1}(n−q)×t

�
B′ ∈ {0, 1}(n−q)×(m−q−p−t) ­ �8|\���\�²�y�{�;��x8�°�

õ�õ
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�������������
������� 	�� ���

n
­ �8�\�d�;����|8vy��x8��x8�8��Â

m
­ �\�8�d�;��x8���\�²�������yx8�R�&Â

n 6 m
¦

������� � ���
(Em, A, H)

¦
1�������x8��|8�8|\�y�����d�}�E�}vy�\x8�°�Ö��~�|}v{�����·�8�\�d�Lv

0 6 q 6 n
Â
0 6 p < m − q

Â
0 6 t < m − q − p

�
�8�����;���L�y�Pv{�����;��x8�y�����

0 < k1 < · · · < kq = q + p + 1
�

 ������x8��|8�8|\�y��� ���}�E�}vy�8x\�°� ��~y|}v{�²�y� �"v{��|\�8�8�
B ∈ {0, 1}

q×(m−q−p)
+

Â
B′ ∈

{0, 1}
(n−q)×(m−q−p−t)
+

Â
B′′ ∈ {0, 1}

(n−q)×t
+

Â\�²�L�y�{�;���y����|Pz8¶�¼w�8�(�����;�����8¶ � õ{ñ^¥��
! ������x8��|8�8|\�y��� ���}�E�}vy�8x\�°�¡�y~�|}v{�����
�"v{��|\�8�\�

B′′′ ∈ {0, 1}(n−q)×(m−q−p−t) Â"�²�L���{�;�d�����y|^z\¶��
¼��E¶÷�����;�����8¶ � õ ú ¥��

" ������x8��|8�8|\�y���Ö�d�}�E�}v{�8x8�°�·��~y|}v{�²�y�Ý�"v{�y|8�8�\�
∆ ∈ Z

n×(m−q−p)
+

Â8�²�L���{�;�d�����y|^z\¶2¼���¶ � õ � ¥��
� ������x8��|8�8|\�y��� �d�}�E�}v{�8x8�°� ��~y|}v{�²�y�®�"v{�y|8�8�\�

∆′ ∈ Z
(n−q)×t
+

Â��²�L���{�}�����y��|Pz8¶2¼��E¶ �y�d�;�{�
���8¶¡�Võ�ôP¥��

� ������x8��|8�8|\�y���Ö�d�}�E�}v{�8x8�°�·��~y|}v{�²�y�Ý�"v{�y|8�8�\�
A′ ∈ Z

q×(q+p) Â8�²�L���{�}�����y��|Pz8¶2¼��E¶ �Võ�+P¥��
� ������x8��|8�8|\�y���Ö�d�}�E�}v{�8x8�°�·��~y|}v{�²�y�Ý�"v{�y|8�8�\�

E ′ ∈ Zq×(q+p) Â\�²�L�����;���y����|Pz8¶�¼��E¶ �Võ�õP¥��
� ���d��|8���\�·�"v{��|\�8�\�

Em
���E�&vn�VõPò�¥��

	 ���d��|8���\�·�"v{��|\�8�\�
A
���E�&vn�Võ ��¥��

1�

�"���8���3�{¼w��¶ �8|8����~�|}v��²���Pv{x8�\zh������|8���3� ï ¦�+��d��|8���\�·�"v{��|\�8�\�
H
¦

(0, 1)
� �"v���|8�8�\��ÂE�}�}zn©^�y���y|8�R�n���°�8�{�}x\z8�d���¸z«���;���}��¶�¼w���������;�����\�Lg

∀j = 1, . . . , m − q − p − t
q∑

i=1

Bi(t+j) +
n−q∑
i=1

B′
ij = 1,

∀j = 1, . . . , t
q∑

i=1

Bij +
n−q∑
i=1

B′′
ij = 1.

�Võyñ^¥

{k1, k2, . . . , kq−1, kq = q+p+1}
�\|8���\�����{�;��x8v{z��8�����;���;���Pv{�y�d�;��x\�����y�(�y�y�²|}v{����vy¶�¼w�����\�8�����!g

0 < k1 < k2 < · · · < kq = q + p + 1
Â
eij = 1

Â
0 6 q 6 n

Â
0 6 p < m − q

Â
0 6 t < m −

q − p
­¡�8|\���\�²�y�{�;��x8�°�µ©E�yx8����vyx�����¦L»�|8� M��y���

q
­º©^�{�;�\�8���d�����w�L���\�y���y�8�3�R�n�8|8����~�|}v{�����Pvyx\�8�

���8���y���3�±���L³µ¢.£�u�¤qÂ
p
­¡©^�{�;�8�\�����y�����8��|\���3��x\x8�R�&ÂL©^�y�y��|8�°�2�L�y�8�{�;x8�����d�}��x8�����°|}v{Á�v{¶2���¸z6�

���²�;�.�8|8����~�|}v{�����Pvyx\�8�h���8�d�����3��Â
t
­
©^�{�;�8�\�����y�����8��|\���3��x\x8�R�&Â}©E�{����|8�°���\|8�8|}vy�yx8�8�Pvy¶����¸zl© ,

�8|\�D�8|\�8�����;��x8�8�D���8�d�����3�÷©n�y�E�;�l�����L³µ¢.£�u�¤q¦
�Kv{�y|8�8�\�

A
©^��M��(���8�\�8��x\�y���¨�\|}vy�����l�}v{�����D���y|8���8�·©Evy©

A =

(
A′ B + ∆

O B′′ + ∆′ B′′′

)
,

�Võ ��¥

A′ =




d11 . . . d1(k1−1) a1k1
. . . a1(k2−1) a1k2

¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦d¦
a1(q+p)

0 . . . 0 d2k1
. . . d2(k2−1) a2k2

¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦d¦
a2(q+p)

0
¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦d¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦d¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦d¦�¦

dq(kq−1) . . . dq(q+p)




�Võ�+P¥

õyñ



� �L�
aij > 0

Â
aij > 0

���d�;�
ki 6 j < ki+1

Â
dij ∈ {0, 1}

�
∀i ∃j

��¦ù��¦
dij = 0

¦
B′′′ ∈ {0, 1}(n−q)×(m−q−p−t)

��¦ù��¦
∀j

∑

i

B′′′
ij = 1.

�Võ ú ¥

�Kv{�y|8�8�}v
∆ ∈ Z

q×(m−q−p)
+

���;���{�;�d������|Pz\���¹�d�;�¿�;�E¶2¼w���æ�D�y�d�;�y���8¶ g

∀ j ∆qj > 0.
�Võ � ¥

�Kv{�y|8�8�}v
∆′ ∈ Z

(n−q)×(t)
+

���;���{�;�d������|Pz\���¹�d�;�¿�;�E¶2¼w���æ�D�y�d�;�y���8¶ g

∀ j
∑

i

∆′
ij > 0.

�Võ�ôP¥

�Ã�"v{��|\�8�8x8���Ø�8|8���;����vy�{�}��x8�8�K���8�d�����"v¹�²�;³.¢.£.u�¤ �y�°� �}zE�L���6�d�}���;�E¶2¼��8�Ã��~�|8v{�²���
(

E ′ B

O B′′ B′

)
x =

(
A′ B + ∆

O B′′ + ∆′ B′′′

)
x.

� ñ ,P¥

�RÊ^Ð;Ë�ÊEè�Òhà 3 î 3 � �;:pG�: �tO ���L<fEI:�s=<[KjhY:9XjKL84A�� CFEI: <fE�G�Q ï ¦,+�� A;?BCFE�G�K \ ñ , eoG
:`kTEDC s9Q�CtO �L<4A4i
XYED7jED84K MfA4sj: � XYA47 Z \ ï � e ��ED?NMfA q = n �

M;A4sj: � XjA47 Z \ ï + e ��EI?NM;A q < n
�

�BÐLÑ�Ò\ß^Ò8ç8ÊPÙ$Î&Ï�ç\ÚLÐ ��ï ¥d¦8»��y���y�
q = n

¦Ló��;�¿�L���Pv{�y�d�;�yx8�¨�3� �8�{�}�E�}vy���·���\�������æ�

(E ′ | B)x = (A′ | B + ∆)x ⇒ (A′ − E ′)x′ + ∆x′′ = O

x′ = (x1, . . . , xn)T
Â
x′′ = (xn+1, . . . , xm)T

¦ �Ã�����8�6���\���8�8���8©\�K�8���d��|8�y��x8�\zn�"v{�y|8�8�8�
(A′ − E ′)�Ø�y�d�;�y���\zÀ�Võ � ¥��D�8���3�y¼���¶!�8|\����~�|8v{�²����vyx8�\zÝ�����y|8���3� ï ¦,+*���8�d�����"v>�3��Á��d�¯~����y�¯�8|8���y~�|}v��

�����Pvyx}vl©*�E|}vy�yx8��x8�\¶ ���E�Lv � ï ��¥d¦$óR��� �Lv{��x8�«�y����|8���3� ï ¦ ï x8v��P���L�8� ~Pv��²�8�¹ø����;��~���|\��vn�&vyx\x8�����
�E|}vy�yx8��x8��z�¦/�R�°�8�8���}z\zØ~Pv{���8�nø��E�;��~���|\��v*�B��~�|}v{�yx8���½�\��|PzE�L©^�K�\�{�}�E�}vy���½~Pv{���8�Kø����}��~���|���v
�}�8zl���8�d�����3�¡� ï�� ¥�¦
ò�¥�¦}».�����y�

q < n
¦Ló��;�¿�L���Pv����d�}��x8�¨�\�{�}�E�}vy���Ø���\�������æ�

(
E ′ B

O B′′ B′

)
x =

(
A′ B + ∆

O B′′ + ∆′ B′′′

)
x ⇒

(
A′ − E ′

O

)
x′+

(
∆

∆′ B′′′ − B′

)
x′′ = O

óÃ�8���3�y¼���¶ �8|8����~�|}v{�����Pvyx\�\zl�����y|8���3� ï ¦�+��&vyx\x}v{zn���8�d�����"v¹�8|8�\�����L�\���¸zD©n���8�d�����3�

(∆′ | B′′′ − B′)x′′ = O.

�Ã�����8�l�������\������v��"v{�y|8�8�8�
∆′ |8���w��x8�8���Lvyx8x8���n���\�������3�÷�������L�����¸zD©D|8���w��x8�8¶À���8�d�����3�

(B′′′ − B′)x′′′ = O.

�\�y�h�����{�����d�����y�y���d�K���8���y���3�����E�Lvª� ï +�¥d¦&¢(v��P���L�8�Ö~Pv{���8��ø����;�y~���|\��v��Lvyx8x8���ª���8���y���3��Â����°�\�8�d�
�}z\���f~Pv{���8���¹��~y|}v{��x\���Ý�\��|PzE�L©^�(�D�8���}�E�}vy���Ý~Pv{���8�(ø��E�;��~���|\��v��}�8zl���8�d�����3�¡� ï�� ¥�¦
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© ��v��Lv��\�¨x}v�����Á��L��x8�\z@~Pv{���8�²vDø��E�;��~���|\��vn�;�8~y�h�}�8z*���8���y���3�º���E�&v@� ï ��¥dÂ��;�\~��l�}�8z*���8���y���3�
���^�&vn� ï +P¥�¦
� <;AlG�EN< òE¦ � � á�ÜLÐ^â#�

n = 5, m = 7
¦

$ Ò8í ä �
q = 2

Â
p = 0

Â
t = 0

Â
k1 = 2

Â
k2 = 3

¦ $ Ò\í·à��
B =

(
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

)
Â

B′ =




1 0 0 1 0

0 1 0 0 1

0 0 1 0 0



Â

B′′ =






¦ $ Ò\íKã��

B′′′ =




1 0 0 0 0

0 0 1 1 1

0 1 0 0 0



¦

$ Ò8íhî%�
∆ =

(
3 2 1 4 2

2 3 5 4 1

)
¦ $ Ò\í � �

∆′ =






¦ $ Ò8í 0 �

A′ =

(
0 1

0 0

)
¦

$ Ò8í 4 �
E ′ =

(
1 0

0 1

)
¦ $ Ò\í � �

Em =




1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 1 0

0 0 0 0 1 0 1




¦

$ Ò8í � �
A =




0 1 3 2 1 4 2

0 0 2 3 5 4 1

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 1

0 0 0 1 0 0 0




¦ $ Ò8í ä�� �
H =




11 3 5

8 1 2

0 0 1

1 0 0

1 0 0

0 0 0

0 1 0




¦

�Bp?= D�� :lÆ°klslÆ

�Ã©Ev��8���d������|8�������}����v��������Lvyx8x8���l|}v{~��y���±�3��Á¹x8�����#�;�d�;�\�y�6�d�}���;�E¶2¼��8�y¦
­ �R�°�8�{�;x\��x8�n|}v{�����\���\���8��x\z����8�8x\�����Dvy�8�}v{|}v{��v6���\�������¾³.¢.£.u�¤q¦ �#�����L��x8�¬©^���3�8vy©\��x\�°�
��~��y��x}v��8��x8��zl�}�8zl�²�;x8��|8���Lx8�R�n���8���y���Ã³µ¢�£.u�¤ �n���8�3�3�d��|8�8�\x8�R�«���8���y���·���L³µ¢.£�u�¤q¦

­ §����d�;�¿�L���Pv{x±���E�¾~Pv{���8�²vfø����;��~y��|\��v>�8�}z����8�d�����3� ���L³µ¢.£�u�¤qÂ°�������y��z�¼w���¾�\�@�²�;x8�����
��|8vy��x8��x8�\z � ������|8���"v ï ¦ ï ¥�¦

­ »����}�E�8��xB|PzE�*�����y�8���y�6�8�}z ���8�d�����¾�����L³µ¢�£.u�¤q¦�¢�v6����x8�����w��|}vy�������y���l�8|8�¿�L����vy���;��x8��z
�8�����;���L�y�Pvyx¯�����\|8�����K|}v{��|8�����8�3���d��� ��vy©8�E� ���8���y���°Â��\�{�}�E�8��x\�¡�ª�L��©Ev{�²vyx8�
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