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%$�d�����;����v{�y� �Lvyx8x8����|}v{~��y���ª�L��©��;v��L�°�Pv��}�8�������y~����^Á��&v��;�8���qx}v��{ñ{� ��Â ����� ��� � ú � ��x}v²�E�8x8�R�
�d�y�²�L��x\�8����©8����©^��x8����|8��x8�\�\z���»��d��|}ø�¤qÂyx8vµ�3��Á��;�Ex}vy|8���Lx\��� x}v²���\x8��� �����3�8x}vy|8�&� �'�)(+*-,yõ\Âyx}v
©^��x8©���|\���d� ©^��x8����|8��x8�8�8�����y�²�L��x\���y�2���3�{�;���L�R�.���\��x8�R��óR������|8��� � vy�}v��&v/.��$�d��x8�{�;�y���8�0�1�324� � � �  65
�q������|8�8�w�(�8|}v{©\���8©^���\|8����|8vy�3�3�8|8����vyx8�\z87¿Â�v���v{©\Á���x}v�x8v��E�8x\�R�w�����3�8x}v{|}v���©Evy�����L|8�*�8x8����|��
�"v{�y�8©8�B� �"v{�����"v{���8�\����©^�����«��~������8���8��x\�\z »��d��|}ø�¤q¦�»��l|8�������}����v���vy�÷|}vy~��{���¬�y�\�E~{�;�8©^���Pv{x8�

õ



�y���²�\��� 	 ï ò�Â ï ,EÂ ï�ï Â ï ñ\Â � ���n����v����yz 	 ï õ�� ¦

� � Å«klm(ÇlmqÅKkAH Æ <Rs!<RoµÆ�� H klÆ°m�oµÇnslrnp�o.Æ D ;�kAHJI�DDslklÆ�@lk!HJI ÅKsnm��
� p(klo.mGFGH�I�B¹ÇDp?F(knÆ°klsA@
	qpG< <Rm(rlsnslÇlmGF�p�klk!H¡Æ < =�m�klo.Æ�=�<Ro.klm��
< F(m8K(mqÅKkAH�� s ��Çnp���¾p�o.sA=¨p��±s

�÷x}vy�d����z\¼����¾�8vy|}vy��|}vy�����8|8���;����vy�{�}��x*�y����|8�d���8�\����©\�8�>vy�8�}v{|}v{��Â��h����� �8�8���;���@��|\�8���8x8v��;�{�
x8�°��Â}©E�{����|8�°�Kx8����~²���²�;�8�f�}�}zn�8�y����|\����x8��zK�8|\���}�Lv{��vy���3�R�Dx}vy�3�n���}vy|}vy��|}vy����ò�v��;���y|8�\���3�y�
����x8��|}vy�8�8����v��Lv����;�8x8���8x8�������L�\���(vyx\���y�Pv�v{x}v��;�\�²v\¦ ����©\�^¼w�������y������z\x8�8�2�y����|\�8�h¢.£.u�¤��8|\���}�
�d��vy�{�;��x8�8Â�x}vy�\|8�8�3��|�Â��h|}vy~��y��v�� 	bò�,�Â ï�ú Â�ò�òEÂ�òyõ�Â�ò ��Â ï ôEÂ ï�� � ¦���v{Á¹x8�����w�8��|\�������;����v{�y�
�8�����;�d�
�L�y�Pvyx8�8�Ø���8�d����� ³.¢.£.u�¤!�3��Á¨x\�*x}vy�����Ö� 	,��Â°ò^Â ú � ¦ ð ��x8����x8�°�ª�\�{�;��Á���x\�\zÝ�&vyx\x8���·� �Lv{���
������~��;�8©^���Pvyx\�±� 	 ï ò�Â ï ,\Â ï õ�� ¦

�
��¦ ï ¦ ï �8|8�¿�L����v{�{�;��xØ�8���8���;�y���y���3�°�Ý�8��x\z����8�8x\�°�·vy�8�8vy|}v{�ª�y����|8�\�Ý���8���y���½���L³µ¢�£.u�¤q¦
����¦ ï ¦ ò�|}vy�����3�y�y|8��xª���}�E�}vy�«���Lx\�����¨�E|}v{��x8��x\�\zK�¹���8�d�����3�w���L³.¢.£.u�¤q¦ ����¦ ï ¦bõ��8���d�;�¿�;���d���¸z
���}�E�}vy�l���8�3�3�d��|8�\�8x8�R�n���\�������Ø���L³µ¢�£.u�¤q¦ �·��¦ ï ¦ùñw������|\�æ���}�8|8���Pv{x}vw�¹�L��©Ev{�²vyx}v�������|8���"v��
�8|\����~�|8v{�²����vyx8�8�n�8|8�����²���{�}��x8���D���8�d�����3� ���L³µ¢�£.u�¤À©K���Lx8�y�æ�l�\��|8vy�����3�y��|8��x8x8�R�K�¹�\|8���L�R�
�;�^¼����6�L�y�P�l�\�Ex8©���v��D�}vy���yx8�R�D�d�}�E�}v{���8¦

����� �����������! �"#�%$'&($*)����+&-,.$+/%��0
/1��)%)%��2%��,
å 7 Ë�Ê�âæÊPÙ�Ê^Í�Ô$Ê ä43 ä4365-798;:=<;:9798;:�>@?BA;?DCFE�G:�>H8;EI:�C%<;A4J4KLCFENM;OP84QSRTM;A48;ED>484QSRH79A;:VUWKL84CF:9XYQSR
Z <[KLXY8;EB84A4>]\^:97`_�a�bdcfe x}v{���°�Pvy���y�¸z6���8���y���"vw���Lx8��|\�²�;x8�R����|8vy��x8��x8�8��Â�������©^��M������8�8�8��x\���Ö©^�{�
�y��|8���Ãz8���}z8¶����¸zÖ�8|8�y�\�²�����;��x8�°�3���8�d�}�°�3� �8�\�d�Lvy�3��Â°v ©^���3�8��x8��x\��� |8������x8�8���8|8�\x8�8�"vy¶��
x8���y��|\�8�}v{�y�d�;��x\�°���8���;�°�(��x}v��8��x\�\z#g

Ax = O , A ∈ Z
n×m , x ∈ Z

m
+ ,

� ï ¥
� �L�

n
-�8�8���;���E|}vy��x8��x8�8�¹���8�d�����3��Â

m
À�8�8�d�}��x8���\�²�y�����yx8�R�&Â

A
À�"v���|8�8�8v(©^��M��(���8�\�8��x\�y���

���8���y���3��ÂL����©\�y��|
O
 x\���;�����y�D����©\���y|K�\�

Zn
¦

å 7 Ë�Ê�âæÊPÙ�Ê^Í�Ô$Ê ä43 à 3 ¢���x\���;���y����|8���w��x8�8�
h ∈ Zm

+

���8�d�����3�-���&¢.£.u�¤ � ï ¥qx8v{�²�°�Pv{�����¸z 8;EN<[K9hji
Mf:`kTAlG�QSG Â^���d�;�¹��x8��x\�2�3��Á��d��~����y���8|\���L�d��vy�{�;��x8�����y�E�L�����E�3�3�Ý�L�y�P�¹x8��x����}�����R�¹|8���w��x\�8�
Md�����lÁ������8�d�����3��¦
å 7 Ë�Ê�âæÊPÙ�Ê^Í�Ô$Ê ä;3 ã 3nmoK9hjA;?I:pGrq;A[M;OPsYE^<;CtK ���8�d�����3�¯�²�L¢�£.u�¤±� ï ¥�x8v{�²�°�Pv{�����¸z��3x8��Á����d�����������d�
���(x\��|}v{�d�;��Á¨�\�3�R�n|8������x8�8�ug

H = {h(1), . . . h(q)} ,

� �L�
q
 �8�8���;��~Pv{�²�\��x8�R�n|8���w��x8�8��¦

ñ



� <;AlG�EN< ï ¦ ï�� %$vy�����3�y��|8�\�Ã���8�d�����æ�n���&¢.£.u�¤og




x1 + x3 − 2x4 − x5 = 0

5x1 − x2 + 7x3 + 2x4 + 3x5 = 0

x4 − 2x5 = 0

ð x}v��8�3�����¹�d�;�¿�;�E¶2¼w�\�«~Pv{���8�(ø��E�;��~���|\��v g

H =








5

32

0

2

1




,




4

34

1

2

1




,




3

36

2

2

1




,




2

38

3

2

1




,




1

40

4

2

1




,




0

42

5

2

1








.

ð ���3�d���8�°Â��\���D����� �;vy��x8�n������|8���3�¹�D~�v{�²�8���¨ø����}��~���|���v �V���°¦�x}vy�8|�¦ 	öò ï Â ï�ú � ¥��yx*���8|\���L���}z��
�d���¸zD���L�8x\�����y��x8x8�°�Ö��~y|}v{�²�y�°Â}������� �&v¹©^��x8���8��xD�l�}¶µ~�����|8���w��x8�8�

x
���8�d�����3�¡� ï ¥��3��Á�����~����y�

���°|8v{Á���x\���\��|8�d��~Pv��²�8�(ø����;��~y��|\��v��d�;�¿�;�E¶2¼w�\�·��~�|}v��²����g

x =

q∑

s=1

αsh
(s), α1, α2, . . . , αq ∈ Z+.

� ò�¥

ð ���3�d���8�°Â$�\���8Â����y��~y¼w�����y����|Pz�Â�|}v{�d�;��Á���x\�8�¨�8|\���\�²�y�{�;��x8�y���K|\���w��x8�\z*�²�L¢�£.u�¤ �8� M��;�d�
�3��x\��vy�Ø~�v{�²�8��v¹ø����}��~���|���v¹x8���²�;x8�y�²x8v��\x8�8¦
� <;AlG�EN< ï ¦bò � ó��;���}��¶�¼w���(�8vy���yx8����|8���w��x\�8�

x = (5, 74, 5, 4, 2)T
���\�������3�±���&¢.£.u�¤÷�\���8|\�8�3�d�

|}v ï ¦ ï �3��Áw���2~������2�8|8���;����vy�{�}��x8�.�����E�;�3�}�8x8���\x8����©^���3~y�8x}vy�8�\� Md�}���3��x������.~�v{�²�8��v2ø����}��~���|���v

x = h(1) + h(6) = h(2) + h(5) = h(3) + h(4) .

¢���|}v����;��Á¹�8�3�����y��M��;���3��x\���y�¨~Pv{���8�²v�ø����;��~y��|\��v	M�©8���\�Pv��;��x\��x}v���� G�A484AlG�KIMfOP8;:9?BCtA Â\��¦;�y¦
�;¶2~������µ|8���w��x\�\z

h
�w�8|8�����²���{�}��x8�����.~Pv{���8��x8�y����M��;���3��x\��v

h′ ∈ H
Â
h′ 6= h

x8������|8x\�8Ây�\�y�
h 6 h′ ¦

»�|8�AM��y���·��|}vy��x8��x8�8���d�;�����¹�8��©^���3�8�yx8��x\�yx8���Yg

(u1, u2, . . . , um) 6 (v1, v2, . . . , vm) ⇐⇒

�����
uj 6 vj ∀ j = 1, 2, . . . , m .

��vy©8�8�
��~y|}v{�²�y�°ÂR~Pv{���8��x\���«|8���w��x\�8�@�\��©^���3�8��x8��x\��x\�fx\�ª�8|8���y��� �P���L�\�>�;¶2~����n�L|��������ª|8���w�d�
x8�\�(���8���y���3�À¢.£.u�¤q¦	�#�{�;�������y���8Â;~Pv{���8��x\�°��|8���w��x8�\z«x\����|8vy��x8�8�3�Ö�L|\�E���µ�L|\�E�����·�����3�°�d�}�
�8�y©E�y�3�8��x8��x\��x8�y���¨��|}vy��x\��x8�\zn����©\���y|8���8¦
å 7 Ë�Ê�âæÊPÙ�Ê^Í�Ô$Ê ä;3 î 3�
�K9hjs9A;ED84A;E�G�[:�8;E��l8;:��V: :9C%<;EVh��PK 84KLC Z <[KIMfOP8;:��V:�<��;79K

Nm = {1, . . . , m}x}v��²�°�Pvy�d���¸zD�3x8��Á����d�������8���L�3x8��Á������y�
In = {I0, I1, . . . , In}

Â}� �L�

Ik ∩ Ij = O ∀ k, j ∈ Nn ∪ {0} , k 6= j ;

n⋃

k=0

Ik = Nm ; Ik 6= ∅ ∀ k ∈ Nn .

»����L�3x8��Á��������y�
I0

�3��Á��d�¹~y�������\���d���8¦

�



�#�²�L���Kx}v{���°�Pv{�y� G�KLC%<;A4J;EB>�<PKjhjs9A;ED84A��
Em(In) = Em(I0, I1, . . . , In)

�"v{�y|8�8�\�(�\�
{0, 1}n×m

g

Em
k,i(I

n) = 1 ⇐⇒

�����
i ∈ Ik , k = 1, 2, . . . , n , i = 1, 2, . . . , m .

u(�}z6�;¶2~����n�"v{��|8�\�8�¾|}v{��~��8��x8�\z
Em(In)

���°�8���;x\z8�d���¸zK�d�;�¿�;�E¶2¼w�����������8�d����� g
n∑

k=1

Em
ki(I

n) = 1 ∀ i = Nm \ I0 ,

n∑

k=1

Em
ki(I

n) = 0 ∀ i = I0 ,

��¦ù�y¦}�d���{�;~y���
i
�;�\~���x\���;�����y� �

i ∈ I0

¥dÂE�;�8~��������L��|^Á¹�\�¹�������8x\�����y�K���Lx\�l�¿�L�8x8�8���@�
i /∈ I0

¥���¦
å 7 Ë�Ê�âæÊPÙ�Ê^Í�Ô$Ê ä43��#3��?D?I:�J4A4AL<f:9XYKY848;:�>r? �[:�84CFE��[?BCt8;:�iN?IXL:�sj:�798;:9> � <[K�G'G�KLCtA �[:�>r?BA;?DCFE�G�:9>
:�7`_�a�bdc �V���8���y���3���D�²�;³.¢.£.u�¤�¥Rx}v{���°�Pvy���y�¸z«���8���y���"v¹�y�E�&v

Em(I0, I1, . . . , In)x = Ax,

� �L�
In = {I0, I1, . . . , In}

 |}v{��~��8��x\�8�
Nm

Â
n
 �8�8���;�f�E|}v{��x8��x\�8�±���8���y���3��Â

m
 �8�8�d�}�

x8���\�²�y�����yx8�R�&Â
Em(In) = Em(I0, I1, . . . , In)

 �"v{��|\�8�}v�|}v{�²~y�8��x8��z�¦
� �}vy�d��x8���d����ÂR�}�8zÖ�8|8�8�3��|}v ï ¦ ï �"v{�y|8�8�}v

Em(In)
~y�²�L�d�f�d�;�¿�;�E¶2¼w�����·�y�E�&v��V���°¦R��vy©\Á��

�8|\�8�3��| ï ¦öõ�x\�\Á���¥Vg

E5(I0, I1, I2, I3) =




1 0 1 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 1 0


 , I0 = {5}, I1 = {1, 3}, I2 = {2}, I3 = {4}.

ó��}�E�}vy�
I0 6= ∅

�;����©^�l�8|8���y~�|}v{�������y�¸z*�l���}�E�}vy�
I0 = ∅

�\�^�����Ã�L��~Pv{�{�;��x\�\z �����{�����d�����y�y�P�
¶�¼w���

I0

� x8���\�������d��x8�R�ª�¹�;���{��¶¬�«�8|}vy�{��¶¬�}vy���y�ª�8|8�����²���{�}��x8�R�«�E|}v{��x8��x\�8��¦ ���Lv��;��x8�����w���
~y�²�L���Ý�\|8���L�\�{�Lvy��v{�y�8ÂL�\���

I0 = ∅
¦

óR�yz��²�����8�d�����Ø�²�;³.¢.£.u�¤ �(´µó�� ��|8vy�3�"v{���\©�v{�3�K�8|8�¿�L����v{�{�;��x8v¨���8|8���;��Á���x8�8��¦
� <;AlG�EN< ï ¦öõ � óR�\�������"vµ���&¢.£.u�¤f�\�#�8|8�\�3��|}v ï ¦ ï �3��Á����2~����y�2��v{�8�8�²v{x}v�������|8�"v{�y�#���L³µ¢.£�u�¤





x1 + x3 = 2x4 + x5

x2 = 5x1 + 7x3 + 2x4 + 3x5

x4 + x5 = 3x5

� �L�
n = 3

Â
m = 5

Â
I0 = ∅

Â
I1 = {1, 3}

Â
I2 = {2}

Â
I3 = {4, 5}

Â

E(I3,5) = E(I1, I2, I3) =




1 0 1 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 1 1



�

A =




0 0 0 2 1

5 0 7 2 3

0 0 0 0 3



¦ ð �y�3���y�8�°Â$�����nx8���\�������d��x}v�z

x5

~��R�Lv��L��~Pv{�{�;��x8v�©l�8�y�d�;�¿�Lx8���æ�l�E|}vy�yx8��x8�\¶�Â;�\���y~��Ö�L�y~��\���y�¸z
I0 = ∅

¦
���
	��������	

Em(In) ����������� 	������ �!�"� � ����#�$ �&% ���	�'���( 	���� % #"#�� � �)#*� � � � �	 I
m ∈ Nm

n + Im
i = l ⇐⇒ Em

l,i(I
n) =

1 ,�- 	 � +
# � ���./�0��21 , 13#*� � � �  I

m = (1, 2, 1, 3, 0) ,

+



� �;�8x8���8x8���hv��;����~�|8���V���°¦^x}v{�8|�¦"	öô�� ¥��L�������\�������3�Ã��|8vy��x8��x8�8�¨x8v{�²�°�Pv{¶2���¸z M�©8�y�8�Pv��;��x\��x\�R�
�3��Â&�����;�@�E�ª�3x8��Á���������vn|8���w��x8�8�B�������8v��&vy¶���¦�� �&vyx8x8�y�B|8vy~��y�y��x}vy�Ã�²�L��~�x8�����8���\�{�;�y�����Pv{�y�
�L|����������8��x\z����8�GM�©\���8�Pv��}��x\�yx8�����y�D �������8x\�����y��¶÷�;�¹�8��|8��x����3��|}vy�8�\�«x8�����²��������x\�R��¦
å 7 Ë�Ê�âæÊPÙ�Ê^Í�Ô$Ê ä43 0 3 ».���d���

I ′ = (I ′
1, . . . , I

′
n)
�

I ′′ = (I ′′
1 , . . . , I ′′

n)
 �8|8���\�����{�;�yx8�°��|8v{�²~��\��x8�\z

Nm

¦�u����6���8���y���3� ���L³µ¢.£�u�¤
E(I ′)x = A′x

�
E(I ′′)x = A′′x

x}v{���°�Pvy¶����¸z�� �[XjA;XYK`MfED84Ct84Q�i
G�A �V���y���8x8�y�����y¶½�;�6�8��|\��x\�E�3��|8vy�8�8�;¥�Â����d�}�B�\��|8��x\�E�3��|}vy�\�8���Bx8�����²��������x\�R�B�«��|8vy��x8��x8�8� ���
�3��Á¹x8�.�8|8�\�����d���¨©����8���y���3�

Em(In)x = Ax
Â�� �L�q�"v{��|\�8�}v

Em(In) = Em(I1, . . . , In)
�8�3���d���y�E��Â

©^�y�y��|8�°�K�3� ~y�²�L���fx}v{���°�Pv{�y� ?DCtKY8479KB<;Ct8;:�> U�: <[G�:�> hjK��4A;?DA ?DA;?DCFE�G�Q :�7*��_�a�bdc g

Em(I1, . . . , In) =




1 . . . 1 0
¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦

0

0 . . . 0 1 . . . 1 0
¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦d¦�¦�¦

0

¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦d¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦d¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦

0
¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦d¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦d¦�¦�¦�¦

0 1 . . . 1




,

� �L�
I1 = {1, . . . , k} = Nk

Â
I2 = {k + 1, . . . , j} = Nj \ Nk

Â�¦�¦�¦�Â
In = {l + 1, . . . , m} = Nm \ Nl
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�8�y����|\����x8�\�*v��}����|8�����3���n����x8��|}v{�8�8�Ø�V��¦�òy¥d¦�øE��x8��|}vy�8�\zB���Lx8�y�B���8���y���3�½�l�d��vyxE�&vy|���x8���@����|��
�3�(�y�²x8v��8vy���¨��v{©\���8�\����©\�«����x8��|}v{�8�8¶

m! ∗ n!
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x8���\�²�y�����yx8�R�&¦
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Em(In)
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Em(I1, I2, I3) =




1 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 1
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y1 + y2 = 2y4 + y5

y3 = 5y1 + 7y2 + 2y4 + 3y5

y4 + y5 = 3y5

»���|\��x\�E�3��|8vy�8�\zDx8�����²��������x\�R�ug
y1 = x1

Â
y2 = x3

Â
y3 = x2

Â
y4 = x4

Â
y5 = x5

¦
ð �8|8�¿�L�d�;��x8�\z ï ¦ ú � ï ¦ � �y�yx8���¸z����¸z ©«�8|\���;��Á���x\�8¶¬�8|\����~�|8v{�²����vyx8�\z«ø\v²�����²v��}�}zD�8�����;���;���Pv��
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¶����¸z6�\��|8�d�.���d��v��;��x8�°�µx8���\�������d��x8�°�{¦ ð ����v��}��x8�°�.x8���\�²�y�����yx8�°��~y�²�L��� x}v{���°�Pv{��� ?IXL:�sj:�7984QSG�A ¦
� <;AlG�EN< ï ¦ � � %$vy�����3�y��|8�\�Ã�d�;�¿�;�E¶2¼w�����E|}vy�yx8��x8�\�

x1 + x2 + x4 + x5 = 10x3 + 3x4 + 2x6.
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� vy�y�8���8�3�°�3�nx8���\�²�������yx8�°�3�ªz8�{�}z\¶2�y�¸z
x1

Â
x2

�
x5

¦;¢����\�������d��x8�°�
x3

Â
x4

�
x6

z8�{�8z8¶2�y�¸z«�����{�
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x3

Â
x4

�
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x1

Â
x2

�
x5
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S = S ′ ∧ S ′′ � n
�E|}v{��x8��x\�\z8�3��¦

H
′

�
H

′′  ~�v{�²�8���½ø����;�y~���|\��vh���8���y��� S ′ � S ′′ ���y�y�����d���d������x8x8�8Â
H

′ = {h1, h2, . . . , hq}
¦�´�v{Á��L���

|8���w��x8�8�R���8���y���3�
S ′ �����y�2�;�8x\���8x}v�z�©^���3~��\x}vy�8�\z(���#~Pv��²�8��x8�R������©\�y��|8��� x = c1h1+c2h2+· · ·+

cqhq

¦��Dx\��Áw�����y���w|8���w��x8�8�h���\�������3�
S
�����y�w�8��|8�������8��x8�8���3x8��Á���������|8������x8�8�h���8���y���

S ′ � S ′′ Â
���;���L�y�Pv{�����;��x8�\Â�~Pv��²�8��x8�°�µ|8���w��x8�\z6���8���y���3�

S
��vy©\Áw�2z8���}z8¶����¸z¹�}�8x8���\x8�°�3�h©^���3~��8x}v{�8�\z8�3�

~Pv��²�8��x8�R�n|8������x8�\�K���\�������3�
S ′ ¦

»���� �;:97j?BCtKL8;:9X �[:�> sVKjhjA;?�K�q;A[M;OPsjEN<;CtK ~y�²�L���@�8�yx8�8�"v{�y�(�\�²�;����vyx8�y��©\�w�;�8x\���8x8�y��©^���3~y�8x}v��
�8�\�K~Pv{���8��x\�R�«����©\���y|8���

H
′ = {h1, h2, . . . , hq}

�����\�������æ�
S ′′ �K��x\���\�������d��x8�°�3� c1, c2, . . . , cq
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(n − l)
Â
l
1©^�{�;�8�8�����y���K�E|}vy��x\��x8�8�@�����

�d�����3�
S ′ ¦
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x1 + x2 = 2x3

x3 + x4 = 2x1 + x2 + 3x3

x5 = x4 + x5

�¬©Ev��8�������y�h���8�d�����3�
S ′ ���{�²���3���÷�8��|8�y���¨�E|}vy��x\��x8�8� x1 + x2 = 2x3
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h1 h2 h3 h4 h5
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0
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S ′ ���d��� h = c1h1 + c2h2 + c3h3 + c4h4 + c5h5

¦�ó��;���;���Pv{�y�d�;�{�
x8�\ÂL�\|8���8�������\�²�;����vyx8�y��©8�ª~Pv{���8�²v¹ø����;��~���|\��v��}�8zK���8���y���3�

S ′′ ~y�²�L�d�6���°� �8zE�L�d���h�d�}���;�E¶2¼��8�
��~y|}v{�²�y�

{
c1 + c2 + c3 = 2(c2 + 2c3) + (2c1 + c2) + 3(c1 + c2 + c3)

c5 = c4 + c5���}�
{

c1 + c2 + c3 = 5c1 + 6c2 + 7c3

c5 = c4 + c5

.
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n∑

i=1

xi = T ,
� õP¥

� �L�
T
 x8���y��|\�8�}v{�y�d�;��x8v{zK�\�d�Lv{zn©^��x8�d��vyx\��v\¦

�Ý���}�E�}vy�
T = 0

�E|}vy��x8��x8�8�w� õP¥3�8�3���d���y�{�;��©^�wx\���;��������|8������x8�\�y¦Eu(�}z
T > 0

�
	 ï ���L�8��©Ev{��v��
x8�\Â}�\����M����¹��|8vy��x8��x8�8���\�3�����¨©^��x8���\x8�����3x\��Áw�����y���¨|\���w��x8�8��Â&�8�8���;�¨©^�y�y��|8�R�D���8|8�¿�L�d�8z8���y�¸z
����|8�æ���;�y�

q = Cn−1
T+n−1 =

(T + n − 1)!

T !(n − 1)!
.
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x1 + x2 + x3 = 4.
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q =

(4 + 3 − 1)!
4!(3 − 1)!

= 6!
4!2!

= 15
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n = 1
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n = 1
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m′∑

k=1

xk =
m∑

k=m′+1

akxk, am′+1, . . . , am ∈ N ,
� ��¥

� �L�����
Em(I1) = (1, 1, . . . , 1) ∈ Zm

+

Â
A = (0, 0, . . . , 0, (am′+1 + 1), . . . , (am + 1))

¦�uwvyx8x8�����E|}vy���
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m∑

k=1

xk =

m∑
k=m′+1

(ak + 1)xk ,
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H =





h = (c1, . . . , cm′, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)T ,

h ∈ Zm
+

� ?BCF:�A4C(84K
j
i^> �;:IhjA4J4A4A��

m′ < j 6 m ,
m′∑
k=1

ck = aj, ck ∈ Z+
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h(1) h(2) h(q)
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0¦¦¦
0




,




c12¦¦¦
cm′2

1

0¦¦¦
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, . . . ,




c1q¦¦¦
cm′q

0
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c∗s

el

)}q

s=1

»�|8� M����y�°Â�����©\����|8v
h(s) Â\�}�}zK©^�y����|\�R� h

(s)
j = 1

�
m′ < j 6 m
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c∗s
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m′∑

k=1

cks = aj.
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h(s) =
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c∗s
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)
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m′+k =

h′′
m′+l = 0
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h′

m′+l = h′′
m′+k = 1
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1 6 k, l 6 m − m′ Â k 6= l
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m′+k = h′′

m′+k = 1
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�

c′′
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x = (x1, . . . , xm)T
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xj > 0
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m′ + 1 6 j 6 m
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xj > 0
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m
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h ∈ H
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m′∑

k=1

(x′
k + hk) =

m∑

k=m′+1

akxk .

� �����}�
hk = 0

�}�}z
k = m′ + 1, . . . , j − 1, j + 1, . . . , m

�
hj = 1
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Ã
(l)
ij .

� ï ò�¥

»�|8���y~�|}v{�����Pvyx8�\�
S(l) → S(l+1) ���°�8���;x\z8�d���¸z�Â}���d�}�n�����y�����y��zl~��Ö���L�8xh©^��M��(���8�\�8��x\� ck =

−1
¦���M��y���Ø���}�E�}vy�(x}vy�E�;�����¸zD�E|}vy��x8��x8�8�

i0
��¦}��¦

K =
{
k | Ã
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x1 + x3 = 3x4 + x5

x2 = 5x1 + 7x3 + 2x4 + 3x5

x4 + x5 = 3x5
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4x1 − x2 + 6x3 + 4x4 + 6x5 = 0.
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x2 = 5x1 + 7x3 + 2x4 + 3x5 = T1(x1, x3, x4, x5).
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−x1 − x3 + 2x4 + 3x5 = 0.
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x1 + x3 = 3x4 + x5 = T2(x4, x5).
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x4 + x5 = 3x5

x1 + x3 = T2(x4, x5)

x2 = T1(x1, x3, x4, x5)
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x4 = 2x5.
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x1 + x3 = T2(x4, x5) = 3 ∗ 2 + 1 ∗ 1 = 7.
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x2 = T1(x1, x3, x4, x5) = 5x1 + 7x3 + 2x4 + 3x5.
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x1 + x3 = x1 + 3x3

x2 = x2 + 5x3

x4 = 2x1 + 3x2 + 7x3
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2x1 + 3x2 + 14x3 − x4 = 0.
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c4 = −1
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g
x4 = 2x1 + 3x2 + 7x3 = T1(x1, x2, x3).
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x2 = x2 + 5x3
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x1 = x1

x2 = x2

x3 = 0

x4 = T1(x1, x2, x3)
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j=1
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1 0 0 0 0 1 0

0 1 1 0 0 0 0
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0 0 1 0 0 1 0
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0 < n < m
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Â
k 6= p
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Em(Jn)kz = 0
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Em =

(
E ′ B

O B′′ B′

)
,
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� �L�
E ′ = Eq+p({1, . . . , k1 − 1}, {k1, . . . , k2 − 1}, . . . , {kn−1, . . . , kq − 1})
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E ′ =




1 . . . 1 0
¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦d¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦

0

0 . . . 0 1 . . . 1 0
¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦

0

¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦d¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦d¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦

0
¦�¦�¦�¦�¦d¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦

0 1 . . . 1
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eij = 1
Â
B ∈ {0, 1}q×(m−q−p) Â B′′ ∈ {0, 1}(n−q)×t

�
B′ ∈ {0, 1}(n−q)×(m−q−p−t)  �8|\���\�²�y�{�;��x8�°�
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n
 �8�\�d�;����|8vy��x8��x8�8��Â

m
 �\�8�d�;��x8���\�²�������yx8�R�&Â

n 6 m
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(Em, A, H)

¦
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0 6 q 6 n
Â
0 6 p < m − q

Â
0 6 t < m − q − p

�
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0 < k1 < · · · < kq = q + p + 1
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B ∈ {0, 1}

q×(m−q−p)
+

Â
B′ ∈

{0, 1}
(n−q)×(m−q−p−t)
+

Â
B′′ ∈ {0, 1}

(n−q)×t
+
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B′′′ ∈ {0, 1}(n−q)×(m−q−p−t) Â"�²�L���{�;�d�����y|^z\¶��
¼��E¶÷�����;�����8¶ � õ ú ¥��
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∆ ∈ Z

n×(m−q−p)
+

Â8�²�L���{�;�d�����y|^z\¶2¼���¶ � õ � ¥��
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∆′ ∈ Z
(n−q)×t
+

Â��²�L���{�}�����y��|Pz8¶2¼��E¶ �y�d�;�{�
���8¶¡�Võ�ôP¥��
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A′ ∈ Z

q×(q+p) Â8�²�L���{�}�����y��|Pz8¶2¼��E¶ �Võ�+P¥��
� ������x8��|8�8|\�y���Ö�d�}�E�}v{�8x8�°�·��~y|}v{�²�y�Ý�"v{�y|8�8�\�

E ′ ∈ Zq×(q+p) Â\�²�L�����;���y����|Pz8¶�¼��E¶ �Võ�õP¥��
� ���d��|8���\�·�"v{��|\�8�\�
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H
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∀j = 1, . . . , m − q − p − t
q∑

i=1

Bi(t+j) +
n−q∑
i=1

B′
ij = 1,

∀j = 1, . . . , t
q∑

i=1

Bij +
n−q∑
i=1

B′′
ij = 1.

�Võyñ^¥

{k1, k2, . . . , kq−1, kq = q+p+1}
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0 < k1 < k2 < · · · < kq = q + p + 1
Â
eij = 1

Â
0 6 q 6 n

Â
0 6 p < m − q

Â
0 6 t < m −

q − p
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q
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t
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�8|\�D�8|\�8�����;��x8�8�D���8�d�����3�÷©n�y�E�;�l�����L³µ¢.£�u�¤q¦
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A
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A =

(
A′ B + ∆

O B′′ + ∆′ B′′′

)
,

�Võ ��¥

A′ =




d11 . . . d1(k1−1) a1k1
. . . a1(k2−1) a1k2

¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦d¦
a1(q+p)

0 . . . 0 d2k1
. . . d2(k2−1) a2k2

¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦d¦
a2(q+p)

0
¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦d¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦d¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦�¦d¦�¦

dq(kq−1) . . . dq(q+p)
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aij > 0

Â
aij > 0

���d�;�
ki 6 j < ki+1

Â
dij ∈ {0, 1}

�
∀i ∃j

��¦ù��¦
dij = 0

¦
B′′′ ∈ {0, 1}(n−q)×(m−q−p−t)

��¦ù��¦
∀j

∑

i

B′′′
ij = 1.

�Võ ú ¥
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∆ ∈ Z

q×(m−q−p)
+

���;���{�;�d������|Pz\���¹�d�;�¿�;�E¶2¼w���æ�D�y�d�;�y���8¶ g

∀ j ∆qj > 0.
�Võ � ¥

�Kv{�y|8�8�}v
∆′ ∈ Z

(n−q)×(t)
+

���;���{�;�d������|Pz\���¹�d�;�¿�;�E¶2¼w���æ�D�y�d�;�y���8¶ g

∀ j
∑

i

∆′
ij > 0.
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(

E ′ B

O B′′ B′

)
x =

(
A′ B + ∆

O B′′ + ∆′ B′′′

)
x.
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q = n

¦Ló��;�¿�L���Pv{�y�d�;�yx8�¨�3� �8�{�}�E�}vy���·���\�������æ�

(E ′ | B)x = (A′ | B + ∆)x ⇒ (A′ − E ′)x′ + ∆x′′ = O

x′ = (x1, . . . , xn)T
Â
x′′ = (xn+1, . . . , xm)T
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�����Pvyx}vl©*�E|}vy�yx8��x8�\¶ ���E�Lv � ï ��¥d¦$óR��� �Lv{��x8�«�y����|8���3� ï ¦ ï x8v��P���L�8� ~Pv��²�8�¹ø����;��~���|\��vn�&vyx\x8�����
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q < n
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(
E ′ B

O B′′ B′

)
x =

(
A′ B + ∆

O B′′ + ∆′ B′′′

)
x ⇒

(
A′ − E ′

O

)
x′+

(
∆

∆′ B′′′ − B′

)
x′′ = O
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(∆′ | B′′′ − B′)x′′ = O.
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(B′′′ − B′)x′′′ = O.
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n = 5, m = 7
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q = 2

Â
p = 0

Â
t = 0

Â
k1 = 2

Â
k2 = 3

¦ $ Ò\í·à��
B =

(
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

)
Â

B′ =




1 0 0 1 0

0 1 0 0 1

0 0 1 0 0
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B′′′ =




1 0 0 0 0

0 0 1 1 1

0 1 0 0 0
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∆ =

(
3 2 1 4 2

2 3 5 4 1

)
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∆′ =






¦ $ Ò8í 0 �

A′ =

(
0 1

0 0

)
¦

$ Ò8í 4 �
E ′ =

(
1 0

0 1

)
¦ $ Ò\í � �

Em =




1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 1 0

0 0 0 0 1 0 1
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A =




0 1 3 2 1 4 2

0 0 2 3 5 4 1

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 1

0 0 0 1 0 0 0
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H =




11 3 5

8 1 2

0 0 1

1 0 0

1 0 0

0 0 0

0 1 0
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	 � &�� ����$��f,n"�� ������� �"!$# ���-���+,n"�� ��,S����� ��������������0 � $ �;2���� �6��,S$��-� � $
»�|8�����²���{�}��x}v{zK���8�d�����"vn���L³.¢2u�u�¤ � ï ¥2vy�������8�8�8|\���Pvyx}vh��´µó�� ��|}vy�3�"v{�y�8©^���@���;���}��¶�¼w�8�±��~{�
|}v��²��� 	,� � ¦�ø�|}vy�3�"v{�y�8©Evh�����d�����\�n�\�

m
�8|8vy�����

(ri)
m
i=1

�
n
x8�d����|\�3�8x}v��;�y�

(Ak)
n
k=1

¦�¢����y��|8�3���
x}v��;��x8�°�nv��;�(vy�y�\���\���d��¦\u��8zh©Ev{Á��;������x8�d����|\�3�8x}v��Lv

A
�y�����L���Ý�y~��y�²x8v��\��x8�8�

|α|A
�}�8zl�8�8�d�;v

�{����Á��L��x8�8�
A
�����y|8��©\�

α
¦ ð �y��~�|}v{Áw��x8�8��»�vy|8�\©��^v

Ψn

�{�
{A1, A2, . . . , An}

∗ � Zn
+

���\|8���L���;��x\�
©Evy©

Ψn(α) = (|α|A1
, |α|A2

, . . . , |α|An
)
¦;»�|}vy�����}����|}vy�3�"v{�y�8©8�

ri = (Ak → αi)
�8�}znx8��©^�y�y��|8�����

k ∈ {1, 2, . . . , n}
�·x8���y��|8�3�\x}v��;��x\���Ã�8���\���8©8�

αi

¦ �#��� �8|8vy�����;�*���8|8�¿�L�d�}z\����Â#�\���
Eki = 1

Â
Eji = 0 ∀ j 6= k

�
i
� �l�������;~����D�"v{��|\�8�8�

A
���d���

Ψn(αi)
¦

�æv{©8�8�÷��~�|8v{�²���°Â�x8���\�²�������yx8�°�l���8�d�����3� ���L³.¢.£.u�¤ vy�������8�\�8|8���Pv{x8�º�6�8|}vy�y���Lvy�3� ��|}vy���
�"v{�y�8©8�¨v��E|}v{��x8��x\�\z�-��x8���y��|8�3�\x}v��Lvy�3��¦ � x}v��8��x8�8�

xi

���8|8�¿�L�d�}z\����©E���;�8�8�������y�w�8|8�8�3��x8��x\�8�
�8|8vy�����Lv

ri

�@x\��©^�y���y|8���½���°�y�²�;�y¦#ó#�^¼w���d���y�y���f���y�y�����d���d�����8�ª�3�dÁ��}�¯�3x8��Á����d�����y�
�������f|8�d�
����x8�8� ���8�d�����3� �²�;³.¢.£.u�¤ ���3x8��Á����d�����y� ���������8�8©��}�8�8����©8���±���°�����L���

Ak ⇒∗ Ak

Â
k =

1, 2, . . . , n
�n��|}v{�3�"v{���8©^�{¦�£(¶µ~y����|8������x8�8�¨���yz���vyx8�n�������{�����d�����y�y�E¶2¼��8�-�y�°�����L���º� ���°�����&v��

�3�;¥�� x}v{��~���|8�{�>�V���°¦ 	,� �3�}�}z �L����v��;���>� �;��©Ev{��v{�y�d�;�y�����\Âæx8��©^�y�y��|8�°�h�8|\�8�3��|8�
��vy©�Á��6�3���d�E�
~����y�¹x8vy�E�L��x8�¾� 	,+�� ¥�¦ ð |8�8���\x}v��;��x8v{zn�E�L��zn���y� �P���L�\�¨© �@¦ � �&$&� "%�4�3��� ��� ��¦ �$¦��*��� �� �!	bò�,�� ¦
� <;AlG�EN< òE¦�+ � u(�}zl�8|\�8�3��|}v ï ¦öõ������y�y�����y�����{��¶�¼�v{zª´.ó�� ��|}vy�3�"v{�y�8©Ev

r1 : A → B5

r2 : B → ε

r3 : A → B7

r4 : C → A2B2

r5 : C → AB3C3

¢�vy�8|\�8�3��|�ÂL~Pv{���8��x\����|8���w��x8�8�
h(1) = (5, 32, 0, 2, 1)T

�����y���y�����d���y�y���D�¨�8�\©��;�8�8����©^���æ�K���°�����;�
C

r5=⇒ AB3C3 2×r4=⇒ A5B7C
5×r1=⇒ B32C

32×r2=⇒ C
¦
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