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Кулаков Кирилл Александрович

Генерация систем неотрицательных линейных диофантовых

уравнений

Система одАНЛДУ

Ассоциированная с КС-грамматикой однородная система неотрицательных линейных
диофантовых уравнений

Em(I0, I1, . . . , In)x = Ax, Em(I0, I1, . . . , In) ∈ {0, 1}n×m, A ∈ Z
n×m
+ .

Разбиение конечного отрезка натурального ряда In = {I0, I1, . . . , In}, Ik ⊆ {1, 2, · · · }.

Матрица разбиения Em(In) = Em(I0, I1, . . . , In) ∈ {0, 1}n×m, т.ч.

Em
k,i(I

n) = 1 ⇐⇒
def

i ∈ Ik , k = 1, 2, . . . , n , i = 1, 2, . . . , m .

Базис Гильберта — множество неразложимых решений H = {h(1), . . . h(q)}.

Задача генерации

Построение системы одАНЛДУ и ее базиса Гильберта по заданным параметрам.

Вход: параметры генерации — число уравнений m и неизвестных m, максимальный
размер коэффициентов, максимальный размер базиса Гильберта и др.

Выход: Em(I0, I1, . . . , In), A,H.

Алгоритмы генерации используются в web-системе Web-SynDic, предназначенной для

удаленной демонстрации и тестирования алгоритмов решения систем одАНЛДУ.

http://websyndic.cs.karelia.ru



Преобразование произвольной системы одАНЛДУ

Теорема 1 Пусть задана произвольная система одАНЛДУ из n уравнений с m неиз-
вестными:

Em(I1, . . . , In)x = Ax. (1)

Задача нахождения базиса Гильберта системы (1) сводится к задаче нахождения
базиса Гильберта либо уравнения вида

∑

i∈I∗
k

xi =
∑

i∈J

akixi, (2)

для некоторого k ∈ Nn, где I∗k ⊆ Ik и J ⊆ Nm; либо системы одАНЛДУ вида

∑

i∈I∗
kl

xi =
∑

j∈Jk
l

xj, = 1, p (3)

для некоторого p ∈ Nn, где I∗kl
⊆ Ikl

и
p
⋃

l=1

Jkl
=

p
⋃

j=1

I∗kl
⊆

n
⋃

k=1

Ik = Nm.

Алгоритмы генерации систем одАНЛДУ

Алгоритм jordan. Системы одАНЛДУ вида (3) с единичными матрицами коэффици-
ентов и дополнение неизвестными, значения которых равны нулю. Общий вид системы

(I|B) x = (I|B + ∆). Опубликован в 2005 г.

Алгоритм gauss. Уравнения одАНЛДУ вида (2). На каждом шаге обратного преоб-

разования добавляется одно неизвестное. Общий вид системы (I|B) x = (O|A+|B + ∆).
Опубликован в 2005 г.

Алгоритм extgauss. Уравнения одАНЛДУ вида (2). На каждом шаге обратного
преобразования добавляется одно или несколько неизвестных.

Алгоритм symsystem. Системы одАНЛДУ вида (3) в общем случае.

Алгоритм comsystem. Уравнения одАНЛДУ вида (2) или системы одАНЛДУ ви-

да (3). В случае построения (3) система дополняется неизвестными, значения кото-
рых равны нулю. На каждом шаге обратного преобразования добавляется одно или

несколько неизвестных.



Алгоритм extgauss

Идея алгоритма заключается в построении уравнения (2) в общем виде, что можно
записать следующим образом

kn−1
∑

i=kn−1

xi =
m

∑

i=kn

anixi, n ≤ kn−1 ≤ kn − 1 < m, ani > 0

и выполнении обратного преобразования.

Общий вид генерируемой системы одАНЛДУ:

(

I′ B
)

x =
(

O A+ B + ∆
)

x

Формальное описание:

Вход: n — число уравнений, m — число неизвестных, n < m.

Выход: (Em, A,H).

1. генерируем случайным образом число p ∈ {0, . . . , m− n− 1} и последовательность
0 < k1 < · · · < kn = n + p + 1;

2. генерируем случайным образом матрицу B ∈ {0, 1}n×(m−n−p), которая удовлетво-

ряет условию ∀k
n
∑

i=1

Bik = 1;

3. генерируем случайным образом матрицу ∆ ∈ Z
n×(m−n−p)
+ , которая удовлетворяет

условию ∀j ∆nj > 0;

4. генерируем случайным образом матрицу A+, которая удовлетворяет условию A+ =








a1k1
. . . . . . . . . . . . . . . . a1(n+p)

0 . . . 0 a2k2
. . . a2(n+p)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . . . . . . . . . . . . . . 0









, aij > 0, ait > 0, ki 6 t < ki+1;

5. Строим матрицу I
′, т.ч. I

′ =













1 . . . 1 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0

0 . . . 0 1 . . . 1 0 . . . . . . . . . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1 . . . 1













;

6. Em(In) =
(

I′ B
)

, A =
(

O A+ B + ∆
)

;

7. С помощью преобразования строим базис H.



Алгоритм symsystem

Идея алгоритма заключается в генерации систем одАНЛДУ вида (3). Матрица ко-
эффициентов E − A соответствует матрице инцидентности некоторого орграфа сети.

При этом базисным решениям соответствуют контуры графа.

Общий вид генерируемой системы одАНЛДУ:

Em(I1, . . . , In)x = Em(J1, . . . , Jn)x

Формальное описание:

Вход: n — число уравнений, m — число неизвестных, 0 < n < m.

Выход: (Em(In), Em(Jn),H).

1. Генерируем случайным образом матрицы Em(In) и Em(In);

2. Вычисляем базис Гильберта H.

Пример системы одАНЛДУ

xAB + xAC + xAD = xCA

xBA + xBD = xAB + xDB

xCA + xCD = xAC + xDC

xDA + xDB + xDC = xAD + xBD + xCD

Соответствующий ей орграф

Множество контуров орграфа

ABDCA, ADCA

Базис Гильберта

∀i xi = 0, xAB = 1, xBD = 1, xDC = 1, xCA = 1
∀i xi = 0, xAD = 1, xDC = 1, xCA = 1



Алгоритм comsystem

Идея алгоритма заключается в построении уравнения (2) или системы (3) и выполне-
нии обратного преобразования.

Общий вид генерируемой системы одАНЛДУ:
(

E ′ B

O B′′ B′

)

x =

(

A+ B + ∆

O B′′ + ∆′ B′′′

)

x

Формальное описание:

Вход: n — число уравнений, m — число неизвестных, n 6 m.

Выход: (Em, A,H).

1. Генерируем случайным образом числа 0 6 q 6 n, 0 6 p < m − q, 0 6 t < m − q − p

и последовательность 0 < k1 < · · · < kq = q + p + 1;

2. Генерируем случайным образом матрицу B ∈ {0, 1}
q×(m−q−p)
+ , B′ ∈

{0, 1}
(n−q)×(m−q−p−t)
+ , B′′ ∈ {0, 1}

(n−q)×t
+ , которые удовлетворяют условиям

∀j = 1, . . . , m−q−p−t
q

∑

i=1

Bi(t+j)+
n−q
∑

i=1

B′
ij = 1, ∀j = 1, . . . , t

q
∑

i=1

Bij+
n−q
∑

i=1

B′′
ij = 1;

3. Генерируем случайным образом матрицу B ′′′ ∈ {0, 1}(n−q)×(m−q−p−t), которая удо-

влетворяет условию ∀j
∑

i B
′′′
ij = 1;

4. Генерируем случайным образом матрицу ∆ ∈ Z
n×(m−q−p)
+ , которая удовлетворяет

условию ∀ j ∆qj > 0;

5. Генерируем случайным образом матрицу ∆′ ∈ Z
(n−q)×t
+ , которая удовлетворяет усло-

вию ∀ j
∑

i ∆
′
ij > 0;

6. Генерируем случайным образом матрицу A+ ∈ Zq×(q+p), которая удовлетворяет

условию A′ =









0 . . . 0 a1k1
. . . a1(k2−1) a1k2

. . . . . . . . . . a1(q+p)

0 . . . 0 0 . . . 0 a2k2
. . . . . . . . . . a2(q+p)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 . . . 0









;

7. Генерируем случайным образом матрицу E ′ ∈ Z
q×(q+p), которая удовлетворяет усло-

вию E ′ =













1 . . . 1 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
0 . . . 0 1 . . . 1 0 . . . . . . . . . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1 . . . 1













;

8. Em(In) =

(

E ′ B

O B′′ B′

)

, A =

(

A+ B + ∆

O B′′ + ∆′ B′′′

)

;

9. С помощью обратного преобразования строим матрицу H.



Пример приведения системы одАНЛДУ к виду (2)

Система одАНЛДУ






x1 + x2 = 2x2 + x3 + 3x4

x3 = 2x4 + x5

x4 + x5 = 3x2 + 2x5

Сумма уравнений системы

−x1 + 4x2 + 4x4 + 2x5 = 0

Исключаем уравнение 1 и неизвестную x1

x1 = x2 + x3 + 3x4 = T1(x2, x3, x4, x5)

Система одАНЛДУ после преобразования
{

x3 = 2x4 + x5

x4 + x5 = 3x2 + 2x5

Сумма уравнений системы

3x2 − x3 + x4 + 2x5 = 0

Исключаем уравнение 1 и неизвестную x3

x3 = 2x4 + x5 = T2(x2, x4, x5).

Система приведена к виду (2)

x4 + x5 = 3x2 + 2x5

Базис Гильберта последнего уравнения

H2 =











3

1
0



 ,





0

1
1











: x2

: x4

: x5

Применяя правила для нахождения x1 и x3 получаем базис Гильберта

H =



































8
3
2

1
0













,













6
0
3

1
1





































Пример приведения системы одАНЛДУ к виду (3)

Система одАНЛДУ






x1 + x3 = x1 + 3x3

x2 = x2 + 5x3

x4 = 2x1 + 3x2 + 7x3

Сумма уравнений системы

2x1 + 3x2 + 14x3 − x4 = 0

Исключаем уравнение 3 и неизвестную x4

x4 = 2x1 + 3x2 + 7x3 = T1(x1, x2, x3)

Система одАНЛДУ после преобразования
{

x1 + x3 = x1 + 3x3

x2 = x2 + 5x3

Сумма уравнений системы

7x3 = 0

Полагаем x3 = 0 и исключаем x3 из рассмотрения. Система приведена к виду (3)
{

x1 = x1

x2 = x2

Базис Гильберта системы

H1 =

{(

1

0

)

,

(

0

1

)}

: x1

: x2

Применяем правило для нахождения x4 и получаем базис Гильберта для системы
одАНЛДУ:

H =























1

0
0

2









,









0

1
0

3
























